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EntgegenkommenDie ewig Unentwegten und NaivenErtragen freilich unsre Zweifel nicht.Flach sei die Welt, erkl�aren sie uns schlicht,Und Faselei die Sage von den Tiefen.Denn sollt es wirklich andre DimensionenAls die zwei guten, altvertrauten geben,Wie k�onnte da ein Mensch noch sicher wohnen,Wie k�onnte da ein Mensch noch sorglos leben?Um also Frieden zu erreichen,So la�t uns eine Dimension denn streichen!Denn sind die Unentwegten wirklich ehrlich,Und ist das Tiefensehen so gef�ahrlich,Dann ist die dritte Dimension entbehrlich.Magister Ludi Josef Knechtaus "Das Glasperlenspiel\ von H.Hesse
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Kapitel 1Einf�uhrung1.1 AllgemeinesSand ist eines der am wenigsten beachteten, aber fast allgegenw�artigen Dinge unsererUmwelt. Auch in der Physik ist "einfacher\ Sand, oder genauer sind "granulare Me-dien\ ein noch wenig untersuchtes Gebiet. Da� dies so ist, liegt an der Komplexit�at,die in der scheinbaren "Einfachheit\ verborgen ist. Eine analytische L�osung verbietetsich von selbst, denn die Art der Wechselwirkung, Reibungsprozesse und Teilchenzahlbilden ein un�uberwindliches Hindernis. Aber auch die statistische Physik bietet nochkeine Erkl�arungsmodelle f�ur einen Sandhaufen. Somit besteht heute das Wissen �ubergranulare Medien fast ausschlie�lich in Erfahrungswerten von Ingenieuren die Sch�utt-winkel und Raumausf�ullung kennen. Man kennt zwar Ph�anomene wie die Prozesse inHalden, Flu�verhalten, Raumausf�ullung, das Verhalten unter Vibration, Lawinen undviele andere, genaues Wissen �uber sie gibt es aber nicht.Durch das Aufkommen von digitalen Rechenanlagen wurde es m�oglich, die Natur zusimulieren. Allerding war die Rechenleistung bis vor wenigen Jahren zu gering, um ineinem vern�unftigen Rahmen die genaue Untersuchung granularer Medien zu erm�ogli-chen. Um Rechenzeit zu sparen, und trotzdem eine akzeptable Zahl von Sandk�ornernzu simulieren, war man gezwungen, drastische Vereinfachungen hinzunehmen. So wirdfast immer in zwei Dimensionen gearbeitet und zum Teil sogar die freie Bewegungdurch eine Bewegung auf einem Gitter eingeschr�ankt.Da die zeitintensivste Berechnung normalerweise die der Kollision der Partikel ist,wurde auch deren Form vereinfacht. Meist wird im 2-dimensionalen mit Kreisen, in-zwischen aber auch mit Polyedern gearbeitet. Im Bereich der 3-dimensionalen Simula-tionen sind bisher fast nur Kugeln oder Ellipsoide verwendet worden.Ziel dieser Arbeit ist es, die Grundlagen f�ur eine realistischere Simulation in drei Di-mensionen zu �nden.Es wurde eine dreidimensionale Simulation mit konvexe Polyeder m�oglichst hoherFl�achenzahl angestrebt. Eine steigende Partikelzahl soll die Simulation nicht nach-teilig beeinussen, das Laufzeitverhalten soll linear sein. Sp�atere Erweiterungen inRichtung Parallelit�at o.�a. sollen m�oglich sein. Daraus ergeben sich Probleme verschie-



2 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGdenster Art. Allgemeine Algorithmen f�ur die Berechnung der wichtigsten Gr�o�en wieVolumen, Schwerpunkt und Tr�agheitstensor f�ur unregelm�a�ige Polyeder m�ussen ent-wickelt werden. Die numerischen Fehler bei der Beschreibung der Rotation mit Matri-zen m�ussen umgangen werden. Das Hauptproblem stellt die Kollisionsdetektion dar,da hier bei bisherigen Simulationen die meiste Rechenzeit verschenkt wurde.1.2 Aufgaben der SimulationGranulare Medien zeigen eine gro�e Bandbreite von Eigenschaften, die sich vielf�altigvon denen anderer Materialien unterscheiden. Eine genaue Zuordnung zu Festk�orpernoder Fl�ussigkeiten ist nicht sinnvoll. Die wichtigsten dieser Eigenschaften und einigeSimulationsergebnissen sollen vorgestellt werden.1.2.1 Sch�uttwinkel (Angle of Repose)ImGegensatz zu Fl�ussigkeiten ist die Ober�ache granularer Medien nicht eben, sondernes k�onnen sich verschiedene Strukturen ausbilden. Dies kommt daher, da� sich bis zumeinem bestimmtenWinkel �m die einzelnen K�orner stabil anordnen k�onnen. Der zweitewichtige Winkel �r hei�t Sch�uttwinkel oder genauer "angle of repose\. Er beschreibt,unter welchemWinkel ein Sandhaufen zur Ruhe kommt. Die Winkel an der Ober�acheeines Sandhaufens liegen dann immer zwischen �m und �r.
0r

0

00mAbbildung 1.1: Die Ober�ache eines Sandhaufens. Die Winkel �r und �m sind ein-gezeichnet, der gemessene Winkel � wird �uber die lokale Ableitungbestimmt und liegt zwischen �r und �m.



1.2. AUFGABEN DER SIMULATION 3
Abbildung 1.2: Zweidimensionale Simulation zu Bestimmung von �r. Die Trommeldreht sich im Uhrzeigersinn.Eine M�oglichkeit, diesen Winkel zu bestimmen ist es, Sand in ein Gef�a� zu f�ullenund dann eine Seitenwand zu entfernen. Ebenso ist es m�oglich, den Sand in einerrotierenden Trommel wie in Abbildung 1.2 anzusammeln und dann den Winkel zumessen.Um �m zu bestimmen, l�a�t man Sandk�orner auf einen Haufen fallen, und zwar wirdimmer dann ein Sandkorn eingef�ugt, wenn die Maximalgeschwindigkeit der Sandk�ornerunter eine gewisse Grenze f�allt; man h�alt also den Sandhaufen immer am Abrutschenund f�ullt entsprechend nach.Gerade die Bestimmung von �r ist eine der wichtigsten Pr�ufsteine f�ur eine Simulation.Der theoretische Zusammenhang zwischen dem Koe�zienten der Haftreibung � und�r ist durch � = tan�r gegeben.1.2.2 Verhalten bei VibrationIn einer oben o�enen Schachtel werden die Sandk�orner plaziert. Der Boden der Schach-tel vibriert, da� hei�t die Z-Koordinate wird durchz(t) = A � sin(2�ft) (1.1)bestimmt. Hierbei ist dann die Dichte in den verschiedenen Schichten interessant. ImExperiment wurde in den oberen Schichten von Cl�ement et al. [CR90] eine "uidizedstate\ beobachtet, dies allerdings am quasi-zweidimensionalen Modell von 300 Stahl-scheiben. In den unteren Teilen hingegen waren die Sandk�orner in ihrer Bewegungauf einen kleinen Bereich beschr�ankt. Ebenso k�onnen Konvektionszellen beobachtetwerden, wenn man die AmplitudeA des Bodens von der x-Koordinate abh�angig machtoder indem nicht das ganze Gef�a� vibriert, sondern nur der Boden als eine Art Kolbenarbeitet.Ebenfalls interessant sind in diesem Zusammenhang vibrating convoyer belts. Dabeischwingt dann der Untergrund nicht parallel zur Richtung der Gravitationskraft, son-dern um einen kleinen Winkel verdreht. Nur granulare Medien lassen sich auf diesen



4 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG
Abbildung 1.3: Konvektionszellen in einer Schachtel, die senkrechten W�ande sindfest, die Vibrationsfrequenz ist f = 20 Hz. (aus [Her94])"Flie�b�andern\ bef�ordern, sie sind in der Pharmazeutischen Industrie sehr verbreitet,um Pillen zu transportieren. Wenn die Vibrationsfrequenz klein ist, bleiben die Pillenauf dem Untergrund liegen, und bewegen sich nur auf Ellipsen. Nimmt die Frequenzzu, wird die Bewegung sinusf�ormig und bei entsprechend hohen Frequenzen werdendann die Kurven immer acher, bis dann ein fast waagrechter Flu� beobachtet werdenkann (siehe Abbildung 1.4).
Abbildung 1.4: Trajektorien der Sandk�orner bei der Simulation eines vibrating con-voyer belt. Links liegt die Vibrationsfrequenz bei 10 Hz, die Teilchenbleiben auf demBand liegen und folgen dessen elliptischer Bewegung.Rechts schwingt die Grundplatte mit 80 Hz, die Partikel bewegen sichfast waagrecht vorw�arts.Betrachtet man Studentenfutter als granulares Medium, dann stellt sich gelegentlich



1.2. AUFGABEN DER SIMULATION 5die Frage: Warum liegt die Paranu� immer oben?Wenn ein Gemisch aus unterschiedlich gro�en Partikeln gleicher Dichte gesch�utteltwird, dann wandern die gro�en Partikel langsam nach oben. Dieser interessante E�ekthei�t size segregation. Als m�ogliches Erk�arungsmodell kann man die Konvektionszellenbetrachten, liegt n�amlich ein gro�es Partikel an der Ober�ache, dann ben�otigt es deut-lich l�anger, wieder an Rand der Konvektionszelle zu kommen und dort unterzutauchen.F�ur die Simulation der Vibration sind die wichtigen Untersuchungsparameter danndas Gr�o�enverh�altnis der Partikel und die Frequenz und Amplitude der Vibration. Dieinteressanten Gr�o�en sind dann die Art und Form der Konvektionszellen, die Bewegungder "gro�en\ Teilchen und anderes.1.2.3 Flu� durch einen Trichter oder eine R�ohre
Abbildung 1.5: Doppellogarithmischer Plot der Kraft zwischen Sandkorn und Wandgegen die Frequenz. Die obere Kurve wurde bei durchie�endemSand aufgenommen, sie zeigt �uber zwei Zehnerpotenzen hinweg linea-res Verhalten. Die untere Kurve zeigt das Rauschen der Versuchs-apperatur, der Trichter war bef�ullt, aber unten verschlossen.(nach[BB93]).Der Flu� granularer Medien ist ein interessantes Gebiet, obwohl dies auf den erstenBlick nicht so scheint. So ist es z.B. m�oglich, da� Silos nach Jahren pl�otzlich durchSchockwellen im Inneren zusammenbrechen [Her94]. Als n�achstes stellt sich die Frage,warum ein Trichter verstopfen kann, obwohl seine Austritts�o�nung gr�o�er ist als diedurchie�enden Partikel?Beim Durchu� durch eine R�ohre oder einen Trichter kann man Schwankungen derDichte entlang der Flu�richtung beobachten, die �uber lange Zeit hinweg stabil bleiben.



6 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGUntersucht man den zeitlichen Verlauf der Kraft, die auf die W�ande wirkt, zeigt sichwie in Abbildung 1.5 im Spektrum der Kraft ein typisches 1f� Verhalten. Erst bei sehrsteilen W�anden eines Trichters geht das Spektrum in ein wei�es Rauschen �uber.1.2.4 Die vorliegende ArbeitIn der vorliegenden Arbeit werden die Grundlagen f�ur eine dreidimensionale Simulationuntersucht. Durch die Analyse der existierendenArbeiten konnten die "Schwachstellen\bisheriger Algorithmen festgestellt werden. Es wurde nun versucht, Alternativen zuerarbeiten, die diese Einschr�ankungen �uberwinden.Bei der Darstellung von Rotationen wurden Rotationsmatrizen durch Quaternionenersetzt. Diese bieten ein deutlich stabileres numerisches Verhalten.Die K�orper der Simulation werden durch konvexe Polyeder dargestellt. Es mu�ten Ver-fahren entwickelt werden, mit denen es m�oglich ist, Masse, Schwerpunkt und Tr�agheits-tensor eines unregelm�a�igen K�orpers explizit zu berechnen.Als Hauptproblem gilt bei Simulationen immer der hohe Zeitbedarf. Es zeigt sich aller-dings, da� in den meisten bisherigen Arbeiten f�ur die Kollisionsdetektion Algorithmenverwendet werden, deren Zeitbedarf mit O(nk) geht. Das Hauptgewicht der Arbeitlag darauf, dieses Problem zu umgehen. Es konnten Algorithmen aus den Bereichender Computational-Geometry und der Virtual-Reality in die Physik �ubertragen wer-den. Mit diesen Algorithmen ist es m�oglich, die Kollision aller Sandk�orner mit O(n)zu �nden, wobei das einzelne Sandkorn beliebig komplex sein kann.Noch nicht behandelt wurde die Berechnung der Kraft zwischen zwei kollidierendenPartikeln und deren Haft- und Gleitreibung. Die Berechnung der Kraft soll aus demOverlap der zwei Polyeder erfolgen. Dazu soll noch ein Algorithmus entwickelt werden,der bei kleinen Eindringtiefen mit Hilfe der Graphentheorie sehr schnell Ergebnisseliefert.



Kapitel 2Mechanik starrer K�orper2.1 GrundlagenIn diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen dargestellt, die ben�otigt wer-den, um die Bewegung eines starren K�orpers unter dem Einu� von Kraft und Dreh-moment zu beschreiben.Es wird, wie in der theoretischen Physik �ublich, zwischen einen ortsfesten Koordina-tensystem K und einem f�ur jedes Sandkorn Sn individuellen, Koordinatensystem Knunterschieden. Im weiteren wird statt Kn nur K geschrieben. Es wird vorrausgesetzt,da� alle Formeln in gleicher Weise f�ur jedes Partikel gelten.1. Das "raumfeste\ Koordinatensystem K ist f�ur alle K�orper identisch, es ist einInertialsystem.2. Das "k�orperfeste\ Koordinatensystem K ist mit dem K�orper fest verbunden, esist kein Inertialsystem. Es wird so gew�ahlt, da�Z d3x x%(x) = 0 (2.1)gilt. Somit liegt der Schwerpunkt im Ursprung von K.Die Bewegung eines starren K�orpers besteht dann aus einer Translation des Schwer-punktes und einer Rotation um den Koordinatenursprung von K . Die Winkelge-schwindikeit !(t) der Rotation ist parallel zur momentanen Drehachse, diese geht inK durch (0; 0; 0).Durch drei k�orperfeste Punkte r1; r2; r3, die nicht auf einer Geraden liegen, ist dieOrientierung eines K�orpers fest vorgegeben. Somit kann der K�orper bei homogenerVerformung maximal neun Freiheitsgrade haben, diese sind drei Translations-, dreiRotations{ und drei Deformationsfreiheitsgrade. Da au�erdem der Abstand zwischenden Punkten fest istjr1 � r2; j = const jr1 � r3; j = const jr2 � r3; j = const; (2.2)



8 KAPITEL 2. MECHANIK STARRER K�ORPERentf�allt nat�urlich die Deformation. Der Lage des K�orper ist also durch die Koordi-naten des Schwerpunktes in K sowie die Richtung der Drehachse und die Gr�o�e desDrehwinkels vollst�andig beschrieben.Damit ist die Geschwindigkeit v eines k�orperfesten Punktes im Inertialsystem durchv = v0 + ! � x (2.3)mit v0 = Geschwindigkeit des Koordinatenursprungs von K in K! = Winkelgeschwindigkeit im Inertialsystemx = Ortsvektor des Punktes in K (2.4)gegeben.F�ur die kinetische Energie giltT = 12 Z d3x %(x)(v0 + ! � x)= 12v20 Z d3x %(x)| {z }Gesamtmasse M+(vo �!)Z d3x x%(x)| {z }�0 ++ 12 Z d3x %(x)!� �x2��� � x�x��!� (2.5)Man kann die kinetische Energie also zerlegen in Ttrans = 12Mv20 und Trot = 12!I!,dabei ist I der durch I(��) = Z d3x %(x) �x2��� � x�x�� (2.6)gegebene Tr�agheitstensor1.Der Drehimpuls kann in den Drehimpuls des Schwerpunktes und den relativen Drehim-puls zerlegt werden. Nur der Schwerpunktsanteil ist dabei von der Wahl des raumfestenKoordinatensystem K abh�angig. Der Relativdrehimpuls ist durchL = Z d3x %(x)x� _x (2.7)gegeben. Nach 2.3 ist _x = ! � x, somit giltL = Z d3x %(x)x� (! � x) = Z d3x %(x) �x2! � (x � !)x� = I! (2.8)Man kann dann auch Trot = 12!I! schreiben.F�ur die Berechnung der allgemeinen Bewegung starrer K�orper werden zwei Vektorglei-chungen ben�otigt, mit denen man die Schwerpunktsbewegung und die Drehung um denSchwerpunkt beschreiben kann.1Zur numerischen Berechnung: siehe Kapitel 3.5



2.2. DIE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN 92.2 Die BewegungsgleichungenZuerst soll die Bewegung des Schwerpunktes betrachtet werden. Da das Integral �uberdie Kr�afte zwischen den di�erentiellen Massenelementen � 0 ist, bewegt sich derSchwerpunkt so, als ob die gesamte Masse M des starren K�orpers in ihm vereinigtw�are und die resultierende Kraft Fres = Pn�=1 F� aller �au�eren Kr�afte an ihm angrei-fen w�urde. Bezeichnet man p = M _x als den Gesamtimpuls, dann giltddt p = Fres oder �x = FresM : (2.9)Nach dem Drehimpulssatz ddt L = D (2.10)ist die zeitliche �Anderung des Drehimpulses gleich dem resultierenden �au�eren Dreh-moment. Dabei bezieht man sich auf das k�orperfeste Koordinatensystem K . In derDarstellung des starren K�orpers als N Massenpunkte ist dabeiL = NXi=1 mix(i) � _x(i)D = NXi=1 x(i) � _F(i): (2.11)F�ur die Darstellung der zeitlichen �Anderung von L ist die Eulersche Gleichung hilf-reich: _L = I _! + (! � I!); (2.12)dabei beziehen sich alle Gr�o�en auf das k�orperfeste Koordinatensystem.2.3 Quaternionen als Ersatz f�ur Rotationsmatrizen2.3.1 Die Nachteile von Rotationsmatrizen in der SimulationDer in der theoretischen Physik �ubliche Ansatz, Rotationen mit Hilfe von Rotationsma-trizen R darzustellen, ist im Bereich der numerischen Simulationen nicht vorteilhaft:Durch die iterativen L�osungsmethoden f�ur die Gleichung_R(t) = f(R(t)) (2.13)und die dabei auftretenden numerischen Fehler entsteht ein "numerical drift\ [Bar93].Dabei werden kleine Fehler �uber viele Zeitschritte aufsummiert und f�uhren dann zudem beschriebenen Verhalten.



10 KAPITEL 2. MECHANIK STARRER K�ORPER
Abbildung 2.1: Deformation eines rotierenden TetraedersUm dies darzustellen, wurde ein regelm�a�iges Tetraeder simuliert, das sich um eineAchse dreht, die durch eine Ecke verl�auft und senkrecht auf der gegen�uberliegendenFl�ache steht. Es wirkten keine externen Drehmomente oder Kr�afte auf diesen K�orper.Vier verschiedene Zeitschritte (0:1s, 0:01s, 0:001s, und 0:0001s) wurden berechnetund ausgewertet. In den Abbildungen 2.2, 2.3 und 2.4 ist jeweils der Abstand eineroder mehrerer Ecken eines Tetraeders zu dessen Schwerpunkt aufgetragen. So trat beieiner Schrittweite von 0:1s nach einer Simulationszeit von > 1:5s eine Gr�o�en�anderungum den Faktor 10120 auf2 (siehe Abbildung 2.4). Abbildung 2.2 zeigt, da� auch inrealistischeren F�allen mit deutlich kleineren Zeitschritten eine stetige Vergr�o�erungdes K�orpers beobachtet werden kann. Doch auch hier tritt, wie man in Abbildung2.3 detailliert sieht, nach einiger Zeit, abh�angig von der Schrittweite, eine "numerischeKatastrophe\ ein. Das Problem ist aber nicht durch eine Skalierung zu l�osen, wie amGraphen 2.3 zu erkennen ist. Man sieht, da� hier drei Ecken des Tetraeders schnellernach au�en abwandern als die vierte Ecke, durch die die Rotationsachse verl�auft. DieseVerformung wird in Abbildung 2.1 nochmals schematisch dargestellt.2.3.2 Quaternionen als RotationAls Alternative zu Rotationsmatrizen kann man Rotationen mit Quaternionenq = [w ; (x; y; z)] (2.14)darstellen. Sie bieten ein deutlich besseres numerisches Verhalten. Quaternionenk�onnen auf verschiedene �aquivalente Weise de�niert werden. Es ist inzwischen3 �ublich,die Zahlen x; y; z als Vektor zu bezeichnen, und w als Skalar. Die Verkn�upfungen zwi-schen Quaternionen k�onnen dann auf der Basis von Skalar- und Kreuzprodukt de�niertwerden. Die De�nitionen f�ur Quaternionen, den Beweis f�ur die �Aquivalenz von Qua-ternionen und Matrizen im Hinblick auf die Rotation, die Bestimmung von R aus qund umgekehrt, sowie einige n�utzliche Formeln �nden sich im Anhang A.2Dieses Verhalten ist sicherlich auf die Wahl der extrem gro�en Zeitschritte von 0:1s zur�uck-zuf�uhren, doch soll diese Simulation nur die Gefahr aufzeigen, die Rotationsmatrizen darstellenk�onnen.3Urspr�unglich wurden sie von Hamilton als erweiterte komplexe Zahlen in der Formw+ix+jy+kz,de�niert, wobei i2 = j2 = k2 = �1, ij = k = �ji mit w; x; y; z 2 R gilt.
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Zeit in sec.Abbildung 2.4: Abst�ande einer Ecke eines rotierenden Tetraeders bei 0.1 s Zeit-schritt. Durch das Aufsummieren der Fehler in der Rotationsmatrixnimmt die Gr�o�e des Tetraeders mit dem Faktor 10120 zu.2.3.3 Zeitableitung von QuaternionenZiel dieser Rechnung ist es, eine Di�erentialgleichung f�ur q zu erhalten, aus der sichw�ahrend der Simulation dann die Orientierung im Raum bestimmen l�a�t.Die Winkelgeschwindigkeit!(t) gibt bekanntlich an, da� ein K�orper um die !(t)-Achsemit j!(t)j rotiert. Wenn man nun von einem K�orper mit konstanter Winkelgeschwin-digkeit ! ausgeht, dann wird die Rotation des K�orpers nach einem kurzen Zeitintervall�t durch das Quaternion�cos j!(t)j�t2 ; sin j!(t)j�t2 !(t)j!(t)j� (siehe Anhang A) (2.15)beschrieben. Nun soll _q(t) zu einem beliebigen Zeitpunkt t0 bestimmt werden. ZumZeitpunkt t0 + �t , wobei �t klein gew�ahlt wird, kann dann die Orientierung desK�orpers dadurch gen�ahert werden, da� man zuerst eine Rotation mit q(t0)ausf�uhrt.Dann wird mit !(t0) �uber den Zeitraum �t um die Achse !(t)j!(t)j gedreht. Durch dieKombination der beiden Drehungen ergibt sichq(t0 +�t) = �cos j!(t)j�t2 ; sin j!(t)j�t2 !(t)j!(t)j�q(t0) (2.16)und mit der Substitution t = t0 +�t,bzw.�t= t� t0 dannq(t) = �cos j!(t)j (t� t0)2 ; sin j!(t)j (t� t0)2 !(t)j!(t)j�q(t0): (2.17)



2.3. QUATERNIONEN ALS ERSATZ F�UR ROTATIONSMATRIZEN 13Nun wird Formel 2.17 zum Zeitpunkt t0 abgeleitet. Da q(t0) konstant ist, mu� nurhcos j!(t)j(t�t0)2 ; sin j!(t)j(t�t0)2 !(t)j!(t)ji zur Zeit t = t0 betrachtet werden.ddt cos j!(t)j (t� t0)2 = �j!(t)j2 sin j!(t)j (t� t0)2 = �j!(t)j2 sin 0 = 0ddt sin j!(t)j (t� t0)2 = j!(t)j2 cos j!(t)j (t� t0)2 = j!(t)j2 cos 0 = j!(t)j2 (2.18)Somit ergibt sich_q(t) = ddt ��cos j!(t)j (t� t0)2 ; sin j!(t)j (t� t0)2 !(t)j!(t)j�q(t0)�= ddt ��cos j!(t)j (t� t0)2 ; sin j!(t)j (t� t0)2 !(t)j!(t)j��q(t0)= �0 ; j!(t)j2 !(t)j!(t)j�q(t0)= 12 [0 ; !(t0)]q(t0) (2.19)Der Term [0 ; !(t0)]q(t0) wird nach Anhang A mit [!(t0)q(t0)] abgek�urzt4, der letzteTerm kann dann als _q(t) = 12 [!(t)q(t)] (2.20)geschrieben werden.Nun mu� �q bestimmt werden.�q(t) = ddt �12 [!(t)q(t)]�= 12 ([ _!(t)q(t)] + [!(t) _q(t)]) (2.21)Durch Einsetzen von Formel 2.20 in 2.21 erh�alt man5�q(t) = 12 �[ _!(t)q(t)] + 12 [!(t) � [!(t)q(t)]]� (2.22)Die Zeitableitung _!(t) ergibt sich aus der Eulerschen Gleichung_L = I _! + (! � I!); (2.23)4Bei unvorsichtiger Rechnung kann diese Abk�urzung zur Verwechslung von Quaternion [!(t) ; 0]und !(t) f�uhren, stellt aber sonst kein Problem dar.5Vorsicht! !(t) � [!(t) ; q(t)] darf nicht als !(t)2q(t) geschrieben werden, da [!(t) ; q(t)] einQuaternion darstellt. Es w�are m�oglich, zuerst [!(t) ; 0] � [!(t) ; 0] zu berechnen, das Ergebnis ist aberein Quaternion und kein Vektor 2 R3.



14 KAPITEL 2. MECHANIK STARRER K�ORPERmit _L = D folgt _!(t) = I�1(t) (D(t) + (I(t)!(t)�!(t))) : (2.24)L�ost man Formel 2.20 nach ! auf6!(t) = [0 ; !(t)] = 2 _q(t)q�(t): (2.25)und setzt in 2.24 ein, dann erh�alt man_!(t) = I�1(t) (D(t) + 4(I(t) _q(t)q�(t)� _q(t)q�(t))) : (2.26)Durch Einsetzen der Gleichungen 2.25 und 2.26 in 2.22 ergibt sich�q(t) = 12 0B@264�I�1(t) (D(t) + 4(I(t) _q(t)q�(t)� _q(t)q�(t)))�| {z }_!(t) q(t)375 +12 2642 _q(t)q�(t)| {z }!(t) �2642 _q(t)q�(t)| {z }!(t) q(t)3753751CA (2.27)Da I(t) und I�1(t) noch von q abh�angig sind, werden diese auf die Tr�agheitstensorenim Koordinatensystem K umgeformt. Dabei ist Rq(t) eine Rotationsmatrix, f�ur dief�ur beliebige Vektoren x zu einer beliebigen Zeit t gilt7:Rq(t)x = q(t) [0 ; x]q�(t) = q(t)xq�(t) (2.28)I(t) = Rq(t)IRqT (t) (2.29)I�1(t) = Rq(t)I�1bodyRqT (t) (2.30)Somit ist Rq(t) nur die Matrixdarstellung f�ur die Rotation q(t)xq�(t).Insgesamt hat man dann6Hier und im folgenden wird statt [0 ; !] nur ! geschrieben.7Eine direkte Transformation von Matrizen mit Hilfe von Quaternionen konnte nicht gefundenwerden.



Kapitel 3SimulationsmethodenWenn die Geometrie eines K�orpers festgelegt ist, m�ussen verschiedene charakteristi-sche Gr�o�en berechnet werden. Zuerst werden der Schwerpunkt und die Masse be-rechnet. Damit kann durch eine einfache Koordinatenverschiebung der Ursprung desk�orperfesten KoordinatensystemK in den Schwerpunkt gelegt und der Tr�agheitstensorberechnet werden.3.1 Die Form der K�orperDie einzelnen Sandk�orner der Simulation werden durch konvexe Polyeder dargestellt.Die Einschr�ankung auf konvexe K�orper erscheint annehmbar, da es dadurch m�oglichwar, Algorithmen mit sehr gutem Zeitverhalten zu verwenden.
z

x

yAbbildung 3.1: Generierung der K�orper. Die Eckpunkte liegen auf einemEllipsoiden.Die Ober�achenelemente eines Polyeders sind immer Dreiecke. Da aber die einzel-nen Dreiecke parallel sein k�onnen, ist es m�oglich beliebig komplexe Polygone alsOber�achenelemente zu erzeugen. Der Rechenzeitbedarf steigt dadurch nicht, da dieverwendeten Algorithmen entweder v�ollig unabh�angig von der Gestalt des K�orpers



16 KAPITEL 3. SIMULATIONSMETHODENsind, oder aber nur von der Eckenzahl abh�angen. Die Zahl der Ecken des Polyeders�andert sich aber durch die Zerlegung nicht.Um "sch�one\ Sandk�orner zu erhalten, werden die Polyeder in einen Ellipsoid einge-pa�t, d.h. die Ecken des Polyeders liegen auf der Ober�ache eines Ellipsoiden. Weiter-hin hat dieses Verfahren den Vorteil, da� man die Ellipsoid-Methode zu Bestimmungvon Bounding{Boxes verwenden kann (siehe 4.1.3.2). Es ist somit recht einfach zubewerkstelligen, da� man �ahnliche Sandk�orner in einer Simulation hat, die Gr�o�e kann�uber die Halbachsen des Ellipsoid leicht variiert werden und die Ecken werden auf derOber�ache leicht verschoben. Die Beschr�ankung auf die Ober�ache von Ellipsoidenist aber nicht sehr "streng\, da sie nur auf Teilchen zutri�t, die automatisch generiertwerden. Alle Teilchen, die selbst konstruiert werden, unterliegen dieser Beschr�ankungnicht.
Abbildung 3.2: Dargestellt sind verschiedene Partikel mit denen in der Simulationgearbeitet wurde. Das einfachste Teilchen ist das Tetraeder (rechts).Der Kompliziertest ist ein 462-�achler (unten).Im weiteren haben Polyeder also immer die folgenden Eigenschaften:1. Die Polyeder sind konvex.2. Die Eckpunkte liegen auf der Ober�ache eines Ellipsoiden.3. Die Ober�achenelemente sind Dreiecke.



3.2. DIE ZERLEGUNG DES POLYEDERS IN GEEIGNETEGEOMETRISCHE OBJEKTE 173.2 Die Zerlegung des Polyeders in geeignete geo-metrische ObjekteBei Masse, Schwerpunkt und Tr�agheitstensor ist es notwendig, ein oder mehrmals �uberd3r zu integrieren. Die Berechnungen sind erst nach Programmstart m�oglich, da Ge-stalt und Gr�o�e der Polyeder nicht von vornherein festgelegt sind. Eine Monte-Carlo-Simulation nach dem simple-sampling-SchemaZ dV � V  hfi �rhf2i � hfi2N ! (3.1)erscheint nicht sinnvoll, da die Bestimmung aller zehn Integrale (Masse, dreimal f�ur denSchwerpunkt und sechsmal f�ur den Tr�agheitstensor1) mit ausreichender Genauigkeit zulange dauern w�urde. Es m�u�te f�ur jeden zuf�allig gew�ahlten Punkt bestimmt werden,ob er innerhalb oder au�erhalb des Polyeders liegt, dies ist bei hoher Fl�achenzahl zuaufwendig.Die andere naheliegende M�oglichkeit w�are, da die Polyederecken auf einem Ellipsoidliegen, einfach die entsprechenden Formeln f�ur dieses zu verwenden. Da aber beson-ders Wert darauf gelegt wurde, keine unn�otigen Einschr�ankungen zu machen, sonderngr�o�tm�ogliche Realit�atsn�ahe zu erreichen, wurde diese N�aherung nicht in Betracht ge-zogen. Stattdessen werden die Polyeder in einzelne Pyramiden mit bestimmter Formzerlegt, f�ur die dann eine analytische L�osung berechnet werden konnte. Diese m�ussendann noch in geeigneter Weise wieder "zusammengef�ugt\ werden.Das Ziel ist es, Pyramiden mit folgender Gestalt zu erhalten: Wenn P1,P2, P3,P4 dieEcken der Pyramide sind, so m�ussen sie bei folgenden Koordinaten liegen:P1 = (0; 0; 0)P2 = (a; 0; 0)P3 = (a; d; 0)P3 = (a; b; c) (3.2)Die Stirn�ache durch (P2;P3;P4) ist somit parallel zur Y-Z-Ebene, die Basis�ache(P1;P2;P3) liegt in der X-Y-Ebene.Es sei das Polyeder durch N Dreiecke Di; i = 1; : : : ; N begrenzt, die Ecken seinenE(Di)j ; j = 1; 2; 3. Au�erdem liege der Ursprung innerhalb des konvexen Polyeders.Dann l�a�t sich das Polyeder P in N Pyramiden P 0i zerlegen. Dabei ist dann Di die Ba-sis�ache, der Ursprung die Pyramidenspitze und die Ecken haben dann als Koordinaten[(0; 0; 0); E(Di)1 ; E(Di)2 ; E(Di)3 ].1F�ur den Tr�agheitstensor m�ussen nur sechs Elemente unter Ausnutzung der Symetrieeigenschaftenberechnet werden, ansonsten sind neun Integrale notwendig
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XAbbildung 3.3: Darstellung der Teilpyramide, f�ur die der Schwerpunkt und derTr�agheitstensor bestimmt wird. Die Pyramide ist nach 3.2 durcha; b; c; d bestimmt.Jede Pyramide P 0i mu� weiter zerlegt werden. Dazu f�allt man das Lot durch denUrsprung auf die Ebene, in der Di liegt; der Schnittpunkt beider ist Li. Damit sinddann drei Pyramiden P 0i;j; j = 1; 2; 3 pro P 0i mit den Eckpunkten[(0; 0; 0); Li; E(Di)1 ; E(Di)2 ] ; [(0; 0; 0); Li; E(Di)2 ; E(Di)3 ] ; [(0; 0; 0); Li; E(Di)1 ; E(Di)3 ]bestimmt. Dabei bildet die Strecke ((0; 0; 0); Li) mit Li; E(Di)1 , Li; E(Di)2 , Li; E(Di)3jeweils einen rechten Winkel. Somit kann nun eine Rotationsmatrix Ri;j berechnetwerden, die P 0i;j so dreht, da� die Bedingungen aus Formel 3.2 erf�ullt sind. Die zudrehenden Koordinatenachsen sind (siehe Abbildung 3.4):x = 0@ 100 1A x0 = Liy = 0@ 010 1A y0 = E(Di)1 � Liz = 0@ 001 1A z0 = x0 � y0: (3.3)
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Abbildung 3.4: Nachdem das Polyeder in Pyramiden mit Di als Grund�ache zerlegtwurde, werden diese noch einmal durch das Lot Li unterteilt. F�urdie nachfolgende Drehung bildet Li immer die x0-Achse. Die y0 undz0 Achse werden dann f�ur die drei Teilpyramiden nach Formel 3.3bestimmt.Die Rotationsmatrix ist dann bestimmt durchRi;j = 24 cos (^ (x;x0)) cos (^ (x;y0)) cos (^ (x; z0))cos (^ (y;x0)) cos (^ (y;y0)) cos (^ (y; z0))cos (^ (z;x0)) cos (^ (z;y0)) cos (^ (z; z0)) 35 (3.4)Durch Einsetzten und Au�osen2 ergibt sich:Ri;j = 266666666664 Li;xjLij E(Di)1;x �Li;xr�2 (E(Di)1 �Li)+���E(Di)1 ���2+jLij2 Li;y E(Di)1;z �Li;z E(Di)1;yr�(E(Di)1 �Li)2+jLij2 ���E(Di)1 ���2Li;yjLij E(Di)1;y �Li;yr�2 (E(Di)1 �Li)+���E(Di)1 ���2+jLij2 Li;z E(Di)1;x �Li;x E(Di)1;zr�(E(Di)1 �Li)2+jLij2 ���E(Di)1 ���2Li;zjLij E(Di)1;z �Li;zr�2 (E(Di)1 �Li)+���E(Di)1 ���2+jLij2 Li;x E(Di)1;y �Li;y E(Di)1;xr�(E(Di)1 �Li)2+jLij2 ���E(Di)1 ���2 377777777775 (3.5)So l�a�t sich jede Teilpyramide P 0i;j so drehen, da� man Pi;j erh�alt, welche durch die vierParameter a; b; c; d (wie aus Abb. 3.3 ersichtlich) beschrieben ist und den Bedingungen2im Anhang E.2 �ndet sich ein MAPLE 5 Release 3-Programm, das diese Berechnungen ausf�uhrtund passenden Fortran-Code erzeugt.



20 KAPITEL 3. SIMULATIONSMETHODEN3.2 entspricht. Im weiteren werden sich die Berechnungen von Masse, Schwerpunktund Tr�agheitstensor immer auf diese Pi;j st�utzen.3.3 Volumen und MasseDie Masse eines K�orpers wird mitmges = Z d3r %(r) bzw. bei Massenpunkten mges = NXi=1 mi (3.6)beschrieben. Da %(r) = const angenommen wird, reicht es, zuerst das Volumen zuberechnen. Das Gesamtvolumen Vges des Polyeders ist die Summe der Volumina derPyramiden,also Vges = NXi=1 3Xj=1 Vi;j: (3.7)Das Volumen der einer Teilpyramide Pi;j ergibt sich durch das SpatproduktVi;j= 16 �0@0@ a00 1A�0@ ad0 1A1A �0@ abc 1A = 16acd: (3.8)Somit ist die Gesamtmasse mges = Vges � % und die Masse einer Teilpyramide mi;j =Vi;j � %.3.4 SchwerpunktDer Schwerpunkt liegt beixSP = R d3r rV bzw. f�ur Massenpunkte bei xSP = PNi=1 Vix(i)PNi=1 Vi ; (3.9)wobei wieder %(r) = const = % angenommen wird.Der Schwerpunkt eines Teilelementes Pi;j ergibt sich durch die IntegrationxSPi;j = 1Vi;j �0B@Z a0 Z xdabxa Z (y�xda )c(b�d)0 xdz dy dx+ Z a0 Z bxa0 Z cyb0 xdz dy dx1CA == 14 0@ 3ab+ dc 1A (3.10)



3.5. TR�AGHEITSTENSOR 21Diese so gefundenen xSPi;j m�ussen dann noch ins das Koordinatensystem des Polyeders�uber x0SPi;j = Ri;jxSPi;j zur�uckgedreht werden. Dann kann der Schwerpunkt durch Glei-chung 3.9 bestimmt werden.xSP = PNi=1P3j=1mi;jx0SPi;jmges = PNi=1P3j=1mi;jRi;jxSPi;jmges (3.11)3.5 Tr�agheitstensorDiese Berechnungen werden erst durchgef�uhrt, wenn der Schwerpunkt des Polyeders in(0; 0; 0) liegt. Dabei gilt allgemein f�ur den Tr�agheitstensorI(��) = Z d3x %(x) �x2��� � x�x�� (3.12)oder I = Z d3x %(x)2664 y2 + z2 �xy �xz�xy z2 + x2 �yz�xz �yz x2 + y2 3775 : (3.13)Auch hier soll wieder zuerst der Tr�agheitstensor von Pi;j f�ur %(r) = const bestimmtwerden. Ii;j =Z a0 Z xdabxa Z (y�xda )c(b�d)0 2664 y2 + z2 �xy �xz�xy z2 + x2 �yz�xz �yz x2 + y2 3775dz dy dx++Z a0 Z bxa0 Z cyb0 2664 y2 + z2 �xy �xz�xy z2 + x2 �yz�xz �yz x2 + y2 3775dz dy dx (3.14)Ausintegriert ist dies:Ii;j = 160 c a d2664 b2 + bd+ c2 + d2 �2 a (b+ d) �2 ca�2 a (b+ d) c2 + 6 a2 �12c (2 b+ d)�2 ca �12c (2 b + d) b2 + bd+ 6 a2 + d2 3775 (3.15)Ii;j wird dann mit Hilfe des Steinerschen SatzesI 0(��) = 3X��=1R(��)R(��)(I(��) +m[a2��� � a�� ]) (3.16)



22 KAPITEL 3. SIMULATIONSMETHODENin das Schwerpunktssystem des Polyeders transformiert.Dabei ist a der Vektor zwischendem Ursprung und dem Schwerpunkt der Pyramide Pi;jDa der Tr�agheitstensor in der Massendichte %(r) linear ist, ist er additiv. Das be-deutet, da� der Tr�agheitstensor eines K�orpers, der aus mehreren starren Teilk�orpernzusammengef�ugt ist, gleich der Summe der einzelnen Tr�agheitstensoren ist, und somitIges = NXi=1 3Xj=1 I0i;j (3.17)gilt.Die so berechneten Massen, Schwerpunkte und Tr�agheitstensoren aller Partikel werdendann ben�otigt, um Kr�afte und Drehmomente bei der Kollision zu berechnen und dieBewegungsgleichungen zu l�osen.3.6 Klassische L�osungsverfahren f�ur Di�erential-gleichungen und ihre ProblemeDie wohl einfachste aller Methoden, um Di�erentialgleichungen der Form _y = f(y) zul�osen, ist das Eulersches Verfahren. Ausgehend vom Startwert x0 = x(t0) wird x(t0+h)zum Zeitpunkt t0 + h berechnet, dabei ist h die Schrittweite:x(t0 + h) = x(t0) + h � _x(t0) (3.18)Man macht also nur einen Schritt in Richtung der 1: Ableitung. So einfach dieseMethode erscheint, so unbrauchbar ist sie f�ur eine realistische Simulation. Der Grund,warum dieses L�osungsverfahren trotzdem immer wieder erw�ahnt wird, ist, da� sichan ihm alle Probleme, die die numerische L�osung von Di�erentialgleichungen mit sichbringt, leicht beschreiben lassen. Da sich in der weiterf�uhrenden Literatur [PTVF92,Hen68, Gea71, WB93, Gar94] sorgf�altigste Untersuchungen dieses Verfahrens in Bezugauf Konvergenz, Stabilit�at, Fehlerabsch�atzungen etc. �nden, soll nur in Abbildung3.5 das Grundprinzip dargestellt werden und in Abbildung 3.6 die wichtigsten Fehlerdargestellt werden.Sehr viel genauer und zuverl�assiger ist das Runge-Kutta-Verfahren. Die Grundideedabei ist es, durch Berechnung an verschieden Positionen im Intervall [t; t + h] einegenauere Bestimmung von �x zu erm�oglichen. Das am meisten verwendete im Bereich
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x00xAbbildung 3.5: Der Funktionsverlauf wird durch einen Polygonzug approximiert. Beiunterschiedlichen Schrittweiten folgen die einzelnen Schritte in Rich-tung der Ableitung dem wirklichen Kurvenverlauf mehr oder wenigergenau.

0xAbbildung 3.6: Eigentlich sollte die Funktion links ein geschlossener Kreis sein, abermit dem Eulerverfahren wird man immer eine Spirale beschreiben.Rechts sieht man, da� das Verfahren instabil werden kann, wenn dieSchrittweite zu gro� wird.der Computational Physics ist immer noch das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung.k1 = hf(x0; t0) Euler!k2 = hf �x0 + k12 ; t0 + h2�k3 = hf �x0 + k12 ; t0 + h2�k4 = hf (x0 + k3; t0 + h))x(t0 + h) = x0 + 16k1 + 13k2 + 13k3 + 16k4 (3.19)



24 KAPITEL 3. SIMULATIONSMETHODENMan sieht, welches Problem bei der Simulation granularer Medien auftritt, wenn dasRunge-Kutta-Verfahren Anwendung �ndet: Es w�are notwendig, f�ur einen Zeitschrittviermal eine vollst�andige Berechnungen aller Kollisionen und der daraus resultieren-den Kr�afte und Drehmomente durchzuf�uhren. Da dieser Vorgang aber sehr viel mehrRechenzeit als der ODE3-Solver ben�otigt und damit den Hauptanteil an der Gesamt-laufzeit hat, kann dieses Verfahren aus E�zienzgr�unden keine Anwendung �nden. Aufdie Herleitung und genaue Beschreibung dieses und anderer Runge-Kutta-Verfahren 4h�oherer Ordnung wird deshalb nicht eingegangen werden.3.7 6-Value Gear-Predictor-Corrector-MethodeDiesem Absatz sei ein Zitat aus den "Numerical recipes\ [PTVF92] vorangestellt:For many scienti�c users, fourth-order Runge-Kutta is not just the �rstword on ODE integrates, but the last word as well. In fact, you can getpretty far on this old workhorse, especially if you combine it with an adap-tive stepsize algorithm. Keep in mind, however, that the old workhorses'slast trip may well be take you to the poorhouse: Bulirsch-St�or or predictor-corrector methods can be very much more e�cient for problems where veryhigh accuracy is a requirement. Those methods are the high-strung race-horse. Runge-Kutta is for ploughing the �elds.Gegeben sei die Di�erentialgleichung y(l) = f(t; y; y0; y00; � � � ; y(l�1)) und ein k < l.Dann sei y ein Vektor, der y und die ersten k Ableitungen von y enth�alt, und dieForm y = 0BBBBB@ yy0y00...y(k) 1CCCCCA (3.20)hat. B sei eine (k+1)� (k+1) Matrix, sowie c ein Vektor mit der (k+1) Elementen.Dann kann nach [Gea71] jede Multivalue-5Predictor-Corrector-Methode in der Form3ODE (ordinary di�erential equation) = gew�ohnliche Di�erentialgleichung4Ein sehr �ubersichtliche Beschreibung und Herleitung sowie Beispielprogramme in MatLab �ndetsich in [Gar94].5Hier werden nur die sog. Multivalue-Verfahren betrachtet. Bei Multistep-Verfahren erfolgt derPredictorschritt mit Hilfe der letzten Schritte der L�osungsverfahren. Im Vergleich zu den Multivalue-Verfahren haben sie den Nachteil, nur sehr schwer f�ur ein "Adaptive Stepsize\ geeignet zu sein. Au�er-dem m�ussen vor Beginn der Simulationen z.B. mit Hilfe von Runge-Kutta Startwerte f�ur die "letzten\Schritte bestimmt werden, damit das Verfahren korrekt beginnen kann. Zudem ist es sehr aufwendig,w�ahrend des Laufs die Ordnung des Verfahrens zu �andern. In [Hen68, Gea71] wird noch erw�ahnt, da�bei Multivalue meist die Koe�zienten c kleiner sind als bei Multistep, dies kommt der Genauigkeit inBezug auf Rundungsfehler zugute.



3.7. 6-VALUE GEAR-PREDICTOR-CORRECTOR-METHODE 25yn;(0) = Byn�1 Predictoryn;(m+1) = yn;(m) + cG(yn;(m)) m � 0 Corrector (3.21)geschrieben werden. Das Prinzip des Verfahrens ist es, zuerst mit Hilfe der ersten kAbleitungen von y einen neuen Wert f�ur diese Ableitungen vorauszusagen (Predictor).Dann wird mit Hilfe von f(t; y; y0; y00; � � � ; y(l�1)) an dieser vorhergesagten Stelle eineKorrektur f�ur diese Werte berechnet (Corrector), dies kann m{mal geschehen. Au��alligist, da� der Predictornicht von der zu l�osenden Di�erentialgleichung abh�angt, sondernnur von y.F�ur den Predictor beim 6-Value-Gear-Predictor-Corrector geht man von der Taylor-entwicklung f(a+ h) = 1Xn=0 hnn! f (n)(a) (3.22)aus. Dabei werden dann f(t), _f(t) bis f (4)(t) jeweils entwickelt, wobei immer nach f (5)abgebrochen wird.f(t+ �t) = f(t) + �tdf(t)dt + �t22 d2f(t)dt2 + �t36 d3f(t)dt3 + �t424 d4f(t)dt4 + �t5120 d5f(t)dt5df(t + �t)dt = df(t)dt + �td2f(t)dt2 + �t22 d3f(t)dt3 + �t36 d4f(t)dt4 + �t424 d5f(t)dt5d2f(t+ �t)dt2 = d2f(t)dt2 + �td3f(t)dt3 + �t22 d4f(t)dt4 + �t36 d5f(t)dt5...d5f(t+ �t)dt5 = d5f(t)dt5 (3.23)Die einzelnen Ableitungen werden dann zeitskaliert, so da� mit r0 = f(t) giltrn = �tnn! dnr0dtn ; (3.24)also r1(t) = �tdr0dt ,r2(t) = �t22 d2r0dt2 usw. Damit l�a�t sich dann das Gleichungssystem3.23 in der Form0BBBBBB@ rp0(t+ �t)rp1(t+ �t)rp2(t+ �t)rp3(t+ �t)rp4(t+ �t)rp5(t+ �t) 1CCCCCCA = 0BBBBBB@ 1 1 1 1 1 10 1 2 3 4 50 0 1 3 6 100 0 0 1 4 100 0 0 0 1 50 0 0 0 0 1 1CCCCCCA �0BBBBBB@ r0(t)r1(t)r2(t)r3(t)r4(t)r5(t) 1CCCCCCA (3.25)



26 KAPITEL 3. SIMULATIONSMETHODENschreiben. Dabei ist die Matrix die Pascalsche Dreiecksmatrix, die allgemein bestimmtist durch Pi;j = 8><>:1 falls i = 10 falls i > jPi;j�1 + Pi�1;j�1 sonst (3.26)mit i; j = 1; : : : ; n.Damit ist der Predictor passend zu Gleichung 3.21 bestimmt.p k c0 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c73 512 1 124 38 1 34 161 5 251720 1 1112 13 1246 95288 1 2524 3572 548 11207 1908760480 1 137120 58 1796 140 17208 525717280 1 4940 203270 49192 7144 71440 150404 16 56 1 135 19120 34 1 12 1122 6 320 251360 1 1118 16 1607 8636048 6651008 1 2536 35144 124 13608 192514112 1908730240 1 137180 516 17240 1120 125205 14 12 54 1 143 6 380 1940 98 1 38 1207 2215040 920 251240 1 1124 110 11208 218546368 8632016 9596 1 2548 49336 148 18406 130 110 1 53 1 154 7 16630 320 1920 32 1 310 1308 11630 2211260 910 251180 1 1130 115 1210Tabelle 3.1: In dieser Tabelle sind die Korrekturfaktoren f�ur Gear-Predictor-Corrector angegeben. p gibt die Ordnung der zu l�osenden Di�eren-tialgleichung an, k die Ordnung des Predictor-Correctors.BeimGear-PC wird nur einmal korrigiert. Dies hat f�ur die Simulation dann den Vorteil,da� auch die Kraftberechnung nur einmal durchgef�uhrt wird.Jetzt ist zu beachten, da� der Korrekturschritt abh�angig von der Ordnung der zul�osenden Di�erentialgleichung ist.



3.7. 6-VALUE GEAR-PREDICTOR-CORRECTOR-METHODE 27Es wird �r berechnet, das den Unterschied zwischen dem aus Gleichung 3.25 vorher-gesagten rpn und dem Wert, der durch Anwendung der DGL auf die vorhergesagtenWerte berechnet wurde, angibt.F�ur eine Di�erentialgleichung der Form_r = f(r) �r = rc1 � rp1 rc1 = f(rp0) (3.27)�r = f(r) ist �r = rc2 � rp2 mit rc2 = f(rp0): (3.28)�r = f(r; _r) �r = rc2 � rp2 rc2 = f(rp0; rp1) (3.29)Dann ist der Korrekturschritt durch0BBBBBB@ rc0(t+ �t)rc1(t+ �t)rc2(t+ �t)rc3(t+ �t)rc4(t+ �t)rc5(t+ �t) 1CCCCCCA = 0BBBBBB@ rp0(t+ �t)rp1(t+ �t)rp2(t+ �t)rp3(t+ �t)rp4(t+ �t)rp5(t+ �t) 1CCCCCCA+0BBBBBB@ c0c1c2c3c4c5 1CCCCCCA�r (3.30)gegeben.Die Parameter c sind aus Tabelle 3.1 ersichtlich. Im Fall der DGL der Form �r = f(r; _r)wird in [AT86] vorgeschlagen, beim 5-Value-PC f�ur c0 den Wert 19120 durch 1990 , und beim6-Value-PC 320 durch 316 zu ersetzten.



28 KAPITEL 3. SIMULATIONSMETHODEN



Kapitel 4KollisionsdetektionDie �Uberpr�ufung, ob sich zwei Sandk�orner ber�uhren, ist bei der Simulation der ent-scheidende Faktor. Wenn nun die Simulation soweit ist, da� also die Dynamik eineseinzelnen Sandkorns unter dem Einu� von Gravitation und evtl. anderen Kr�aftenberechnet werden kann, dann kommt der Teil, der am sorgf�altigsten untersucht wer-den mu�. Es gilt folgende Probleme zu beachten, die auftreten, wenn ein "einfacher\Algorithmus verwendet wird.� Der Rechenaufwand der Kollisionsbestimmungen steigt mit O(n2).� Der Rechenaufwand der Kollisionsbestimmung zwischen zwei Polyedern steigtmit O((nV + nE + nF )2).Dabei wird jedes Polyeder mit jedem anderen geschnitten. Bei den einzelnen Kollisi-onspr�ufungen wiederum wird jeder Bestandteil des einen Sandkorns mit allen des an-deren verglichen. Dies ist sicherlich die am leichtesten zu realisierende L�osung des Pro-blems, aber eben auch die schlechteste. Denn das Zeitverhalten ist extrem ung�unstig,die in jedem einzelnen Zeitschritt zu leistende Rechenarbeit ist enorm. Deswegen sollteman sich an den Grundsatzhalten "Denkzeit � Rechenzeit\ halten. Eine wesentlichbessere Methode ist es, das Problem schrittweise zu l�osen, d.h. mit schnellen ungenauenTests zu beginnen, und erst danach zeitaufwendigere Tests, die aber sicherer arbeiten,zu verwenden. Der allgemein �ubliche Ansatz ist es dabei, zuerst "Bounding{Boxes \ zude�nieren, die aufgrund ihrer vereinfachten Geometrie sehr schnell zu pr�ufen sind, underst, wenn sich diese schneiden, auch die K�orper selbst zu pr�ufen. Dies bringt einenwesentlichen Zeitgewinn.Doch auch hiermit ist noch nicht das Optimum erreicht. Zum einen bleibt die Schwie-rigkeit, da� auch die paarweise �Uberpr�ufung der Bounding{Boxes mit O(n2) arbeiten,wenn auch mit einem wesentlich geringeren Zeitfaktor. Zum anderen bleibt das Pro-blem der Kollisionsdetektion zwischen zwei Polyedern bestehen. Deswegen erschienes wichtig, noch deutlich bessere Algorithmen zu �nden, um sp�ater mit ausreichenderKomplexit�at simulieren zu k�onnen. F�ur die �Uberpr�ufung der Bounding{Box wurdeauf einem Algorithmus von David Bara� aufgebaut [Bar93]; f�ur die Kollisionsdetek-tion fand ein Distanzalgorithmus von Ming C. Lin Anwendung. Diese Algorithmen



30 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTIONsind zwar sehr komplex, insbesondere der zweitgenannte, bieten aber beide ein her-vorragendes Zeitverhalten. Im Fall der Bounding{Boxes �ndet man O(n), bei derAbstandsbestimmung sogar O(c) mit c = const.4.1 Bounding{BoxesAllgemein kann man BA als Bounding{Box von A bezeichnen, wenn der K�orper Ainnerhalb von BA liegt, also A � BA und BA eine f�ur einen Algorithmus g�unstigereForm hat. Das Wort "Box\ suggeriert zwar quaderf�ormige Gestalt, trotzdem sind auchandere Geometrien sinnvoll. Gebr�auchlich sind Quadrate, Rechtecke und Kreise in 2Dimensionen und Quader, W�urfel und Kugeln in 3 Dimensionen. Au�erdem ist esg�unstig, wenn die Bounding{Box so klein wie m�oglich ist.Der Sinn einer Bounding{Box liegt darin, ein schnelleres Pr�ufen auf NICHT-Kollisionzu erm�oglichen. Denn gibt es keinen Punkt x 2 R3 mit x 2 BA ^ x 2 BA0 , dann kannes wegen A � BA,A0 � BA0 auch keinen Punkt x 2 A ^ x 2 A0 geben. Somit ist indiesem Fall eine genauere Untersuchung auf Kollision nicht n�otig. Allerdings gibt esPunkte, f�ur die x 2 R3 f�ur die x 2 BA ^ x 2 BA0 gilt, aber x 62 A _ x 62 A0. Es k�onnensich also die Bounding{Boxes schneiden, ohne da� sich die darin enthaltenen K�orperber�uhren. F�ur diesen Fall sind dann weitere Berechnungen notwendig.Als Faustregel kann man sagen, da� eine Bounding{Box immer so klein wie m�oglich undso gro� wie n�otig sein sollte. Es kann unter Umst�anden sinnvoll sein, die Box gr�o�er zuw�ahlen als die von der Geometrie her gesehen "optimale\ Gestalt. So w�are es denkbar,wenn in der Simulation die Polyeder von der Gestalt sind, da� die Ecken auf einemEllipsoid liegen, als Bounding{Boxes Ellipsoide zu verwenden. Dann w�urde man jedeBox gegen jede andere pr�ufen und im Fall, da� sich die Ellipsoide ber�uhren, dann dieentsprechenden K�orper im Inneren zu pr�ufen. Im Vergleich zu einer direkten Pr�ufungw�urde dies eine deutliche Verbesserung darstellen, doch ist eine Zeitersparnis auchnoch an anderer Stelle m�oglich. Zuerst soll also ein Algorithmus vorgestellt werden,der in O(n) (mit n als Zahl der Polyeder) die Kollisionen zwischen allen Bounding{Box es pr�ufen kann. Dann sollen verschiedene M�oglichkeiten vorgestellt werden, umdie zu diesem Algorithmus passenden Bounding{Box zu berechnen. Au�erdem sollendie jeweiligen Vor- und Nachteile und das Zeitverhalten untersucht werden.4.1.1 Eindimensionaler FallZuerst soll der Algorithmus am eindimensionalen Fall untersucht werden. Die nBounding{Boxes stellen also Intervall Ii mit i = 1::n auf der Koordinatenachse dar.Das einzelne Intervall kann durch [bi; ei] beschrieben werden, wobei bi; ei 2 R undbi < ei. Nun kollidieren zwei Boxen i und j, wenn f�ur die Intervalle [bi; ei] ,[bj; ej] miti 6= j gilt bi 2 [bj; ej] _ ei 2 [bj; ej]: (4.1)



4.1. BOUNDING{BOXES 31Sortiert man bi; bj; ei; ej der Gr�o�e nach in aufsteigender Reihenfolge und sieht sichdie zul�assigen Kombinationen genau an, ist leicht zu erkennen, da� immer dann eineKollision vorliegt, wenn im Bereich eines Intervalls der Anfang oder das Ende einesanderen Intervalls liegt. bj; ej; bi; ei Keine Kollisionbi; ei; bj; ej Keine Kollisionbi; bj; ei; ej Kollisionbi; bj; ej; ei Kollisionbj; bi; ej; ei Kollisionbj; bi; ei; ej KollisionTabelle 4.1: Zul�assige Kombinationen, wenn die Intervallgrenzen von [bi; ei], [bj; ej] inaufsteigender Reihenfolge sortiert werden. Alle anderen Kon�gurationensind wegen bk < ek nicht m�oglich.In gleicher Weise kann man f�ur n Intervalle verfahren. Zuerst werden alle bi und ei miti = 1::n in aufsteigender Reihenfolge in eine Liste L sortiert.
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IAbbildung 4.1: Im eindimensionalen sind Bounding{Boxes nur Intervalle mit demAnfang bi und dem Ende ei. Sortiert man die bi und ei der Gr�o�enach, kann man alle Kollisionen ablesen.Dann wird eine zweite, im Moment noch leere Liste Lakt erzeugt, in der "aktuelleIntervalle\ gespeichert werden k�onnen. Danach wird die Liste, beginnend mit demkleinsten Eintrag, abgearbeitet. Ist der Eintrag vom Typ bi, so wird das Intervall i inLakt eingetragen. Au�erdem kollidieren alle Intervalle aus Lakt mit dem Intervall i. Istder Eintrag allerdings ein ei, wird i aus Lakt entfernt. Ist der letzte Eintrag der Listeabgearbeitet, dann sind alle Kollisionen entdeckt. Einen Ablauf f�ur die Kon�gurationaus Abbildung 4.1 ist in Tabelle 4.2 zu �nden. Der Zeitbedarf f�ur das Einsortieren



32 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTIONi Li Aktion Lakt(alt) gef. Kollisionen1 b8 8 in Lakt einf. � �2 b4 4 in Lakt einf. 8 (4;8)3 b5 5 in Lakt einf. 8! 4 (5;8), (5;4)4 e5 5 in Lakt l�osch. 8! 4! 5 keine Pr�ufung5 b2 2 in Lakt einf. 8! 4 (2;8) , (2;4)6 e8 8 in Lakt l�osch. 8! 4! 2 keine Pr�ufung7 b6 6 in Lakt einf. 4! 2 (6;4), (6;2)8 b7 7 in Lakt einf. 4! 2! 6 (7;4), (7;2), (7;6)9 b1 1 in Lakt einf. 4! 2! 6! 7 (1;4), (1;2), (1;6), (1;7)10 b3 3 in Lakt einf. 4! 2! 6! 7 ! 1 (3;4), (3;2), (3;6), (3;7), (3;1)11 e2 2 in Lakt l�osch. 4! 2! 6! 7 ! 1 ! 3 keine Pr�ufung12 e3 3 in Lakt l�osch. 4! 6! 7! 1 ! 3 keine Pr�ufung13 e4 4 in Lakt l�osch. 4! 6! 7! 1 keine Pr�ufung14 e6 6 in Lakt l�osch. 6! 7! 1 keine Pr�ufung15 e1 1 in Lakt l�osch. 7! 1 keine Pr�ufung16 e7 7 in Lakt l�osch. 7 keine Pr�ufungTabelle 4.2: F�ur die Liste L=(b8 ! b4 ! b5 ! e5 ! b2 ! e8 ! b6 ! b7 ! b1 !b3 ! e2 ! e3 ! e4 ! e6 ! e1 ! e7) werden alle 19 Kollisionen f (4;8),(5;8), (5;4), (2;8) , (2;4), (6;4), (6;2)g, (7;4), (7;2), (7;6), (1;4), (1;2),(1;6), (1;7), (3;4), (3;2), (3;6), (3;7), (3;1) g gefunden.von b und e in die Liste L geht mit O(n log n). Das Abarbeiten der Liste L und dasBearbeiten von Lakt erfolgt mit O(n). Die Bestimmung der k Overlaps geht mit O(k).Insgesamt hat man also O(n log n+k). Dies ist ein optimaler Algorithmus [Bar93], umden ersten Schritt dieses Problems zu l�osen.Der vom Rechenaufwand her gesehen ung�unstigste Vorgang ist mitO(n log n) der Sor-tieralgorithmus. Es ist aber m�oglich, in den weiteren Zeitschritten noch einmal schnel-ler zu arbeiten, denn man kann ausn�utzen, da� die simulierten K�orper pro Zeitschrittihre Lage nur geringf�ugig ver�andern. Da sich die Kon�gurationen also nur langsam�andern, ist ja die Liste Lalt des letzten Zeitschrittes immer noch "fast richtig\. Hatsich z.B. die Kon�guration aus Abbildung 4.1 weiterentwickelt und sieht jetzt wie inAbbildung 4.2 aus, dann hat sich zwar die die Gr�o�e der Boxes ver�andert und die Lageder Endpunkte, aber die Liste L hat bis auf eine �Anderung denselben Aufbau. Es istalso nur eine Vertauschung notwendig.F�ur das Problem des Sortierens in bereits vorsortierten Listen ist eine Methode mitdem Namen Insertion-sort entwickelt worden. Damit kann dann mit Hilfe von Per-mutationen dann aus Lalt sehr e�zient L bestimmt werden. Eine genaue Beschreibungvon Insertion-sort �ndet sich in Anhang B. Im Prinzip wird dabei ein Element solangezum Anfang der Liste bewegt, bis es gr�o�er ist als der Vorg�anger. Wenn das Ende der
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b b b b b b b4 5 2 6 7 1 3e 8e e e e e e eb8 5 2 3 4 6 1Abbildung 4.2: Obwohl sich gegen�uber 4.1 alle Intervalle verschoben haben, habennur b1 und b3 ihren Reihenfolge vertauscht.Liste erreicht ist, ist sie sortiert. Der Rechenzeitbedarf ist dann O(n+ c), wobei c dieZahl der notwendigen Vertauschungen ist. Eine weitere Verbesserung ist im Hinblickauf die Overlapliste m�oglich. Hat man im letzten Schritt die Overlaps in eine MatrixOi;j mit Oi;j = Oj;i gespeichert, wird sich im letzten Beispiel nur der Eintrag in O1;3und O3;1 �andern. Wenn zwei Intervalle, die sich im letzten Zeitschritt �uberlappten, diesnicht mehr tun, m�ussen bi und ej oder aber bj und ei ein- oder mehrfach vertauschtworden sein. Wird die Matrix Oi;j also schon w�ahrend des Sortierens ge�andert, ist siemit dem Zeitaufwand O(n+c) wieder auf den aktuellen Stand zu bringen. Da die Zahlder �Anderungen des Overlapstatus k und die Zahl der Vertauschungen in der Liste cin einer physikalischen Simulation mit ausreichend kleinen Schritten fast gleich ist, istdie zus�atzlich anfallende Arbeit O(c�k) zu vernachl�assigen. Somit ist es also m�oglich,in einer Dimension alle Kollisionen in der Zeit O(n + c) zu �nden. Der Algorithmuswird umso besser, je weniger �Anderungen vorzunehmen sind; in einem Sandpile, derzur Ruhe kommt, ist der Zeitbedarf hierf�ur minimal.4.1.2 Dreidimensionaler FallIm Prinzip kann man im dreidimensonalen Fall �ahnlich wie in einer Dimension vorge-hen. Die Bounding{Boxes m�ussen hier Quader sein, deren Kanten parallel zu den Koor-dinatenachsen sind. Dann gibt es also drei Intervalle [b(x)i ; b(x)i ],[b(y)i ; b(y)i ] und [b(z)i ; b(z)i ].Der erste Schritt wird wieder sein, die Intervalle in drei Listen einzuordnen. Dabei istalso je eine Liste f�ur die Intervallgrenzen b(x)i und e(x)i auf der X{Achse und dasselbe f�urdie Y{ und Z{Achse. Dieser Schritt hat, wenn man genauso wie im eindimensionalen



34 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTIONFall vorgeht, den Zeitbedarf O(n+ c) 1. Tritt ein Wechsel zwischen zwei Koordinateni und j auf (egal welche Koordinatenachse), so werden die Bounding{Boxes gepr�uft,ob sie ihren Overlapstatus ver�andert haben. Da dieser Vorgang einen konstanten Zeit-bedarf hat, werden alle Ver�anderungen von Oi;j mit O(n+ c) gefunden. Auch hier istdie zus�atzliche Arbeit, die entsteht, wenn Werte in der Liste getauscht werden, ohneda� sich in Oi;j etwas �andert, mit O(c� k) anzugeben und damit vernachl�assigbar.4.1.3 Bestimmung der Bounding{BoxesDie Bounding{Box m�ussen, um f�ur den vorgestellten Algorithmus brauchbar zu sein,Quader sein. Dabei m�ussen die Kanten des Quaders parallel zu einer Koordinatenachseliegen. Es sollen nun zwei Methoden vorgestellt werden, mit denen in der vorliegendenSimulation Bounding{Boxes berechnet werden k�onnen. Dabei ist die erste Methodeuniversell verwendbar, w�ahrend die zweite auf Besonderheiten dieser Simulation beruht,durch Abwandlungen aber auch zu verallgemeinern ist.4.1.3.1 Min-Max-MethodeWenn dieK Eckpunkte des Polyeders, um den die Bounding{Box bestimmtwerden soll,die Koordinaten (xi; yi; zi) mit i = 1; : : : ;K haben, dann werden die Intervallgrenzen[b(x)i ; b(x)i ],[b(y)i ; b(y)i ] und [b(z)i ; b(z)i ] wie folgt bestimmt:b(x)i = min(x1; x2; : : : ; xk)e(x)i = max(x1; x2; : : : ; xk)b(y)i = min(y1; y2; : : : ; yk)e(y)i = max(y1; y2; : : : ; yk)b(z)i = min(z1; z2; : : : ; zk)e(z)i = max(z1; z2; : : : ; zk) (4.2)Dies ist die kleinste m�ogliche Bounding{Box im gegebenen Koordinatensystem. F�urjedes b(x) > b(x)i gibt es nach 4.2 eine Ecke mit den Koordinaten (xm; ym; zm), f�ur diexm < b(x) gilt. Ebenso kann es kein g�ultiges e(x) < e(x)i geben. Analoges gilt dann auchf�ur die Y{ und Z{Achse.Gibt es nunN Polyeder mit je maximalK Ecken, dann ist der Aufwand zur Berechnungder Bounding{Boxes O(N �K).4.1.3.2 Ellipsoid-MethodeDa in der Simulation f�ur diese Arbeit die Polyeder so gew�ahlt wurden, da� alleEckpunkte (xi; yi; zi) auf einem Ellipsoid liegen, ist es auch m�oglich, sozusagen eine1Da bei der O-Schreibweise Vorfaktoren weggelassen werden, schreibt man also nicht 3 � O(n+ c),sondern nur O(n + c), obwohl der Sortiervorgang in 3 Dimensionen die dreifache Zeit ben�otigt (siehe auch Anhang E.1).



4.1. BOUNDING{BOXES 35Bounding{Box um die Bounding{Box zu legen. Man bestimmt analytisch, welche Aus-dehnung ein Quader haben mu�, um ein Ellipsoid bekannter Gr�o�e, dessen Halbachsennicht parallel zu den Koordinatenachsen sind, aufnehmen zu k�onnen.Gegeben sei das Ellipsoid im k�orperfesten Koordinatensystem K mit der Gleichungx2a2 + y2b2 + z2c2 = 1: (4.3)Des weiteren ist die MatrixR bekannt, die einen Vektor kmittelsRk = k ins raumfesteSystem transformiert2.Damit hat das Ellipsoid im ortsfesten Koordinatensystem die Gleichung(R1;1x +R1;2y +R1;3z )2a2 +(�R1;2x +R2;2y +R2;3z )2b2 ++ (�R1;3x �R2;3y +R3;3z )2c2 = 1: (4.4)Mit n1 = 2R1;1R1;2a2 � 2R1;2R2;2b2 + 2R1;3R2;3c2n2 = 2R1;1R1;3a2 � 2R1;2R2;3b2 � 2R1;3R3;3c2n3 = 2R1;2R1;3a2 + 2R2;2R2;3b2 � 2R2;3R3;3c2n4 = R1;12a2 + R1;22b2 + R1;32c2n5 = R1;22a2 + R2;22b2 + R2;32c2n6 = R1;32a2 + R2;32b2 + R3;32c2 (4.5)l�a�t sich die Formel 4.4 in der Formn1 x y + n2 x z + n3 y z + n4 x 2 + n5 y2 + n6 z 2 (4.6)darstellen. Im weiteren wird sich die Berechnung nur auf die Bestimmung der Maximaauf der X{Achse beschr�anken. Die Berechnungen f�ur die Y{ und Z{Achse verlaufenanalog3.2Es wird hier mit Rotationsmatrizen gearbeitet, da die Rechnung mit Quaternionen deutlich mehrMultiplikationen erfordert und damit zeitaufwendiger ist.3Im Anhang E.2 �ndet sich ein Programm f�ur MAPLE 5 Release 3, das diese Berechnungendurchf�uhren kann.



36 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTIONL�ost man 4.6 nach x auf, so erh�alt man zwei L�osungen, die die "untere\ und die "obere\H�alfte des Ellipsoids bestimmen.x� = �n1y � n2 z2n4 �� pn1 2y2 + 2n1 yn2 z + n2 2z 2 � 4n4n3yz � 4n4n5y2 � 4n4n6 z 2 + 4n42n4 (4.7)F�ur diese Gleichungen sind nun die Extremwerte zu bestimmen. Dazu werden dieAbleitungen dx�dy und dx�dz bestimmt und gleich Null gesetzt. Die L�osungen diesesGleichungssystems sind dann die gesuchten Maximalwerte.Mit 
 = n1 2y2 + 2n1 yn2 z + n2 2z 2 � 4n4n3yz � 4n4n5y2 � 4n4n6 z 2 + 4n4ergibt sich dx�dy = ��n1p
� n1 2y � n1n2 z + 2n4n3 z + 4n4n5 y2n4p
 = 0dx�dz = ��n2p
� n1yn2 � n2 2z + 2n4n3y + 4n4n6 z2n4 p
 = 0: (4.8)Die L�osungen y1 = (2n1n6 � n2n3 ) �z1 = � (n1n3 � 2n2n5 ) � (4.9)und y2 = � (2n1n6 � n2n3 ) �z2 = (n1n3 � 2n2n5 ) � (4.10)dieser zwei Gleichungssysteme 4.8, wobei� = n1 2n6 � n1n2n3 + n5n2 2 + n4n3 2 � 4n4n6n5 und � = q �n3 2�4n6n52�ist, werden verwendet, um durch Einsetzen in Gleichung 4.7 die Maximalwertex1 = �n3 2 + 4n6n5 ��x2 = �x1 (4.11)f�ur x zu bestimmen.



4.1. BOUNDING{BOXES 37Jetzt mu� noch ber�ucksichtigt werden, da� das raumfeste Koordinatensystem K unddas k�orperfeste K um den Vektor (x0; y0; z0) verschoben sind. Damit sind die Grenzender Bounding{Box b(x) = x0 � jx1j e(x) = x0 + jx1jb(y) = y0 � jy1j e(y) = y0 + jy1jb(z) = y0 � jz1j e(z) = z0 + jz1j: (4.12)Somit lassen sich die Berechnungen f�ur eine Bounding{Box um einen K�orper mitK Ecken in konstanter Zeit ausf�uhren, die Berechnung bei allen N geht demnachmit O(c) mit c = const.4.1.3.3 Vergleich
Abbildung 4.3: Die Ecken des Polygons liegen auf dem Rand eines Ellipsoiden. Dieminimale Bounding{Box ist gestrichelt eingetragen. Die aus der El-lipse berechnete Bounding{Box wir mit einer durchgezogenen Liniedargestellt, sie ist am rechten Rand deutlich zu gro�.Es stellt sich nun die Frage, welche der beiden M�oglichkeiten zur Bestimmung derBounding{Boxes schneller ist. Die Bestimmung �uber die Min-Max-Methode hat denVorteil, da� sie die kleinstm�oglichen Intervalle b und e �ndet, mit zunehmender Kom-plexit�at des einzuschlie�enden K�orpers wird der Zeitbedarf aber immer gr�o�er.Die Bestimmung �uber das Ellipsoid ist hingegen von der Form des eingeschlossenenK�orpers unabh�angig und wird in konstanter Zeit berechnet. Dies hat gleichzeitig denNachteil, da� die Bounding{Box im allgemeinen4 zu gro� bestimmt wird (sieh e Abbil-dung 4.3). Somit nimmt die Zahl der zus�atzlichen Kollisionspr�ufungen zu.Um beide Methoden vergleichen zu k�onnen, wurden die einzelnen Laufzeiten beiverschiedenen Eckenzahlen bestimmt. Au�erdem wurde das Gr�o�enverh�altnis der4Nur wenn zuf�allig je ein Eckpunkt auf dem Ber�uhrungspunkten Ellipsoid{Quader liegt, dann istdie Gr�o�e minimal (dies ist z.B an der Oberkante in Abbildung 4.3 der Fall).



38 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTIONEcken VEllipsoidVMin-Max � � VellipsoidVMin-Max� Ellipsoid �s gewichtet �s Min-Max �s4 3.1 0.344 1.7 149 2.656 1.28 0.28 1.9 21.5 2.9212 1.3 0.14 1.7 22.7 4.3618 1.13 0.105 1.6 10.7 5.7022 1.16 0.078 2.2 13.4 6.8042 1.09 0.038 2.6 8.86 11.652 1.08 0.039 2.6 8.18 13.762 1.058 0.037 1.9 6.00 16.672 1.061 0.0307 2.3 6.61 18.9202 1.045 0.0294 2.2 5.35 48.3302 1.043 0.029 3.6 6.61 73.3462 1.02 0.0154 3.1 4.50 109Tabelle 4.3: Vergleich der ben�otigten Rechenzeit f�ur die Berechnung einer Bounding{Box mit der Min-Max Methode und der Ellipsoid-Methode. Die gewich-tete Rechenzeit wurde �uber � VEllipsoidVMin�Max � 1� � 70�s berechnet.Bounding{Boxes bestimmt. Dabei mu�te ber�ucksichtigt werden, da� dieses Verh�alt-nis f�ur eine feste Eckenzahl nicht konstant ist, sondern von der aktuellen Lage desumschlossenen K�orpers beeinu�t wird, es wurde also auch die Standardabweichungbestimmt. Dann nimmtman an, da� pro Schritt VEllipsoidVMin-Max�1 zus�atzlicheKollisionpr�ufun-gen notwendig sind5. F�ur die einzelne Kollisionspr�ufung wurde nach Tabelle 4.4 einZeit von 70�s angenommen. Die einzelnen Verh�altnisse und Zeiten sind in Tabelle4.3 aufgef�uhrt, die Zeiten sind zus�atzlich im Graphen 4.4 aufgetragen. Man sieht, da�der Zeitbedarf f�ur die Min-Max-Methode linear ansteigt, w�ahrend die reine Rechenzeitf�ur die Ellipsoid-Methode konstant ist. Wenn allerdings die zus�atzliche Rechenzeit f�urKollisionspr�ufungen eingerechnet wird, sieht man, da� es zwei F�alle gibt. Bei sehr klei-ner Eckenzahl ist die Min-Max-Methode deutlich schneller, da bei der Alternative sehrviele zus�atzliche Kollisionsbestimmungen notwendig werden. Wird die Eckenzahl abersehr gro�, und n�ahert sich die Form des K�orpers damit dem Ellipsoid an, so geht dasGr�o�enverh�altnis der Bounding{Boxes gegen 1. Man hat fast nur noch die Rechenzeitder Ellipsoid-Methode, diese liegt deutlich unter dem entsprechend vieler Vergleiche.Der Schnittpunkt beider Kurven ist bei ca. 50 Ecken, in diesem Bereich mu� dann inder Simulation ausgetestet werden, welche der beiden Methoden das bessere Zeitver-halten liefert. Es wurden beide Methoden in das Programm eingebaut, die Auswahlerfolgt �uber einen Befehl BBOX in der Parameterdatei. (sieh e hierzu Anhang D)5In der Simulation d�urfte der wirkliche zus�atzliche Zeitbedarf geringer sein, da immer einzelnePartikel keine Nachbarn haben, z.B. wenn sie gerade frei fallen. Liegt der Sandhaufen schon ziemlichdicht, wird man fast immer eine Kollision feststellen, auch hier ist dann die Gr�o�e der Bounding{Boxnicht mehr ausschlaggebend.
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Ellipsoid MethodeAbbildung 4.4: Vergleich der Rechenzeit f�ur die Bounding{Box Berechnung nach derEllipsoid-Methode und der Min-Max-Methode. Der Schnittpunktbeider Kurven liegt bei 52 Ecken. Links der Trennlinie ist die Min-Max Methode besser, rechts davon die Ellipsoid-Methode.4.2 closest-feature-AlgorithmusIn diesem Kapitel soll ein schneller Algorithmus [Lin93] vorgestellt werden, mit dem esm�oglich ist, den Abstand zweier Polyeder zu berechnen. Gleichzeitig werden auch diebeiden einander am n�achsten liegenden Bestandteile bestimmt.Der Vorteil dieser Methode besteht darin, da� die Berechnung unabh�angig von derKomplexit�at der beteiligten K�orper ist, sie arbeiten mit O(const). Die Grundidee istes, das Wissen aus dem letzten Zeitschritt der Simulation zu verwenden und damiteinen sehr guten Ausgangspunkt f�ur die neuerliche Rechnung zu haben.Es wird im n�achsten Abschnitt die Grundidee f�ur die Bestimmung der n�achsten Punktedargestellt. Dann wird der Begri� Voronoizelle erl�autert und deren Berechnung vor-gestellt. Danach m�ussen einige geometrische Grundlagen diskutiert werden, um dannauf die Implementierung eingehen zu k�onnen. Abschlie�end wird dann noch das Lauf-zeitverhalten untersucht und mit dem der "einfachen\ Algorithmen verglichen.



40 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTION4.2.1 "Find and Track\ f�ur die n�achsten PunkteDas Konzept des Algorithmus ist recht einfach: um den Abstand zweier Polyeder dABzu bestimmen, beginnt man mit einem beliebigen Paar fA 2 A und fB 2 B und pr�uft,ob die n�achsten Punkte auf fA und fB liegen. Da A und B konvexe Polyeder sind,ist f�ur diesen Test nur noch das Wissen �uber die an fA und fB grenzenden Elementenotwendig. Das Ganze ist also ein lokaler Test, der von der Komplexit�at von A und Bnicht abh�angt. Der Test arbeitet in zwei Schritten. Zuerst werden zwei Punkte auffA bzw. fB bestimmt, die den k�urzesten Abstand zwischen diesen beiden Elementenhaben. Dann wird gepr�uft, ob der Punkt auf fA in der Voronoiregion von fB liegt undumgekehrt. Ist dies der Fall, so entsprechen diese zwei Punkte der Bedingung 4.16. Istdies nicht der Fall, so wird fA oder fB durch einen seiner Nachbarn ersetzt und alleswiederholt. Bei dieser Auswahl ist garantiert, da� die neu gew�ahlten fA und fB n�aherzusammenliegen als die vorhergehenden.Da sich die Lage der Polyeder bei einer vern�unftigen physikalischen Simulation nichtschlagartig �andert, ist meistens der Algorithmus schon nach einer Iteration beendet.Ist dies nicht der Fall, sind selten mehr als zwei Iterationen notwendig. Ist der Abstand0, so ber�uhren sich fA und fB und man hat eine Ausgangsbasis f�ur die Bestimmungdes konvexen Schnittpolyeders.4.2.1.1 Terminologie und De�nitionenIn diesem Anschnitt sollen einige Begri�e erl�autert werden, die zum Verst�andnis desclosest-feature-Algorithmus und dessen Implementierung hilfreich sind.Sei A ein Polyeder. Dann besteht A aus verschiedenen Bestandteilen f1,...,fn, wobei ndie Gesamtzahl aller Bestandteile ist, die Ecken, Kanten und Fl�achen als Bestandteilebezeichnet werden und f ,k,e deren Anzahl ist. Somit ist n = f + k + e. Dabei gilt:[fi = A; i = 1; : : : ; nfi \ fj = ?; i 6= j (4.13)F�ur die einzelnen Kanten wird die "winged-edge\ Darstellung, die in Abbildung 4.5gezeigt wird, verwendet. Dabei wird der Anfangspunkt (Tail) und Endpunkt (Head)verwendet, die Strecke selbst zeigt von TE zu HE. Die zwei Fl�achen, die Coboundariessind, werden nach ihrer Lage beim Blick von Tail in Richtung Head als "linke\ und"rechte Fl�ache\ bezeichnet.Fl�achen werden durch die Gleichungax+ by + cz + d = 0 (4.14)dargestellt. Dabei hat der Vektor n = (a; b; c) die L�ange eins und �d ist der Abstandder Ebene zum Ursprung des Koordinatensystems.Dasjenige Paar von Elementen ist das am n�achsten liegende, welches die zwei sich amn�achsten liegenden Punkte enth�alt. Wenn A und B zwei konvexe, kompakte Polyedermit dem euklidischen Abstand
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42 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTIONVoronoiregionen bilden einen zentralen Punkt beim closest-feature-Algorithmus . Des-wegen wird zuerst auf die Voronoidiagramme im Allgemeinen eingegangen, um diesesKonzept dann von Punkten auf Polyederbestandteile und vom R2 auf den R3 auszu-weiten. Das Problem "Gegeben ist eine Menge S von N Punkten im R2; welches istdie Menge aller Punkte (x; y) in Bezug auf pi 2 S, die n�aher an pi als als an jedemanderen Punkt pj 6=i liegen? \ wird durch die Konstruktion eines Voronoidiagrammsgel�ost.Dabei wird die Ebene in einzelne Regionen aufgeteilt, wobei jede Region Vi zum Punktpi geh�ort und alle Punkte umfa�t, die am n�achsten zu pi liegen. Wie ist nun dieseRegion zu konstruieren?Gegeben seien zwei Punkte pi und pj . O�ensichtlich ist die Menge aller Punkte die inVi liegen, die Halbebene Hi(pj ; pj) mit pi 2 Hi(pj ; pj). Hi(pj ; pj) ist begrenzt durchdie Mittelsenkrechte auf die Strecke pjpj (sieh e Abbildung 4.6) Bei mehr als zweiPunkten ist Vi der Durchschnitt von N� Halbebenen Hj 6=i. Wird dies f�ur alle Punktep1�N ausgef�uhrt, erh�alt man ein nichtregul�ares Gitter, das Voronoidiagramm. JederPunkt der Ebene liegt innerhalb mindestens eines Voronoipolygons. Wenn also einPunkt (x; y) 2 Vi liegt, ist pi der am n�achsten liegende Punkt in Bezug auf (x; y).Gilt f�ur einen Punkt (x; y) 2 Vi und (x; y) 2 Vj mit i 6= j, dann liegt (x; y) auf derGrenze und hat zu pi und pj den gleichen Abstand. Wird dieses Konzept nun auf denR3 erweitert, so sind die Voronoiregionen die Schnitte von Halbr�aumen, also konvexe(evtl. an einer Seite o�ene) Polyeder. F�ur den closest-feature-Algorithmus mu� diesesKonzept noch einmal erweitert werden, und zwar in Bezug auf die Punkte pi. Diesewerden durch Punkte (Ecken des eines Polyeders), Strecken (Kanten eines Polyeders)und Polygone (Fl�achen eines Polyeders) ersetzt. Die dann zu �ndenden Voronoiregio-nen zu einem Polyederbestandteil sind also eine Punktmenge au�erhalb des Polyeders,die n�aher an diesem Bestandteil liegt als zu allen anderen. Die Voronoiregionen formenalso Teilr�aume um das Polyeder und sind im Falle konvexer Polyeder durch Ebenenbegrenzt. In den n�achsten drei Abschnitten soll nun erkl�art werden, wie die Voronoi-regionen zu einer Polygonecke, -kante und -�ache berechnet werden.4.2.2.1 Voronoiregion einer Ecke und AkzeptanzkriteriumGegeben sei die Ecke E eines Polyeders. In diesem Punkt tre�en dann N Kanten K1;Nzusammen. Die Voronoizelle VE wird dann durch N Ebenen E1;N begrenzt, f�ur diegilt: E 2 Ei und Ki ? Ei f�ur alle i = 1; : : : ; N (4.17)Die Voronoiregion hat also die Form einer unten o�enen, unendlich hohen Pyramide(sieh e auch Abbildung 4.7).Wenn u ein Vektor der L�ange 1 in Richtung der Kante Ki ist, und E die Koordinaten



4.2. CLOSEST-FEATURE-ALGORITHMUS 43
Voronoi Region

Objekt B

Objekt AAbbildung 4.7: Voronoiregion einer Ecke auf einem konvexen Polyeder0@ p1p2p3 1A hat, dann ist Ebene Ei bestimmt durch:�0@u �0@ xyz 1A� u �0@ p1p2p3 1A1A = 0 (4.18)Welches Vorzeichen wirklich g�ultig ist, wird vor Start der Simulation getestet, da dieGleichungen der Ebenen so bestimmt werden m�ussen , da� ein Punkt, der in der Voro-noiebene liegt, oberhalb aller Ebenen E1;N liegt. Somit wird w�ahrend der Simulationdie Gleichung nur noch mit +1 oder �1 multipliziert. Liegt ein Punkt P unterhalbeiner der Ebenen Ek, so ist der Abstand KkP kleiner als EP . Somit wird E durch Kkersetzt, und der closest-feature-Algorithmus wird noch einmal aufgerufen.4.2.2.2 Voronoiregion einer Kante und AkzeptanzkriteriumGegeben ist nun die Kante K. Sie wird begrenzt durch zwei Ecken ETail und EHead,und zwei Fl�achen Fright und Fleft. (De�nitionen nach Abschnitt 4.2.1.1). Es sind alsovier Gleichungen zu bestimmen, die ein Prisma wie in Abbildung 4.8 ergeben.Die Gleichungen derjenigen zwei Ebenen, die nur durch ETail oder EHead laufen, werdenanalog zum Abschnitt 4.2.2.1 berechnet. Liegt der zu pr�ufende Punkt P unterhalbeiner der Ebenen, so wird im n�achsten Durchlauf ETail bzw. EHead statt K verwendet.Die beiden anderen Ebenen m�ussen nun so berechnet werden, da� die Kante in beidenEbenen liegt und die einzelne Ebene senkrecht zu der jeweiligen angrenzenden Fl�achesteht. Sei u wieder der Einheitvektor entlang K und n der Normalenvektor auf derangrenzenden Fl�ache. Au�erdem habe ETail die Koordinaten 0@ p1p2p3 1A . Dann lautet
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Objekt AAbbildung 4.8: Voronoiregion einer Ecke auf einem konvexen Polyederdie Gleichung f�ur die Ebene E:�0@(n � u) �0@ xyz 1A� (n� u) �0@ p1p2p3 1A1A = 0 (4.19)Auch hier wird analog zu den Ecken das Vorzeichen f�ur alle 4 Voronoiebenen vorherbestimmt.Schl�agt der Test f�ur P und Eright fehl, wird der Algorithmus mit Frigth fortgesetzt,entsprechendes f�ur Eleft und Fleft4.2.2.3 Voronoizelle einer Fl�acheBei der Voronoiregion einer Fl�ache F ist zu ber�ucksichtigen, da� die Fl�achen der inder Simulation verwendeten Polyeder Dreiecke sind. Somit entf�allt das von M.C. Linvorgeschlage Unterteilen komplexer Fl�achen in Dreiecke oder Vierecke. Es sind somitnur die Gleichungen von 3 Ebenen zu bestimmen, die senkrecht zur Fl�ache stehen,und entlang einer der drei Kanten K1;K2;K3 verlaufen. Die Rechnung selbst verl�auftanalog zur der in Formel 4.19. Bei einer Ebene ist allerdings zu beachten, da� dieVoronoiregion nur au�erhalb des Polyeders verl�auft. Somit mu� noch die Gleichungder Fl�ache F berechnet und dann gepr�uft werden, ob P oberhalb dieser Ebene liegt. Istdies nicht der Fall, so liegt entweder eines der Elemente des zweiten Polyeders n�aher anF oder aber es handelt sich um eine Kollision. In diesem Fall k�onnen aber F und P einlokales Minimumdes Abstands haben und ein Wechsel zu einemNachbarelementw�urdeden Abstand wieder vergr�o�ern. Deswegen mu� eine Routine aufgerufen werden, dienach einem k�urzeren Abstand sucht. Danach kann mit dem allgemeinen Algorithmusfortgefahren werden.
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Abbildung 4.9: Voronoiregion einer Fl�ache auf einem konvexen Polyeder4.2.2.4 Pr�ufung zweier EckenDies ist der einfachste Fall. Seien die Ecken E1 und E2. Die zwei zu untersuchendenPunkte p1 2 E1 und p2 2 E3 sind die Ecken selbst und die Vorgehenweise ist dannfolgende:1. Berechnung der Voronoizelle V22. Pr�ufung, ob p1 2 V2. Wenn nicht: neues p1 w�ahlen und Algorithmus erneutabarbeiten.3. Berechnung der Voronoizelle V14. Pr�ufung, ob p2 2 V1. Wenn nicht: neues p2 w�ahlen und Algorithmus erneutabarbeiten.5. E1 und E2 erf�ullen die Bedingung4.166. Abstand p1; p2 berechnen4.2.2.5 Pr�ufung einer Ecke und einer KanteSind eine Ecke E1 und eine Kante K1 gegeben, m�ussen die zu untersuchenden Punktep1 2 E1 und p2 2 K1 bestimmt werden. Dabei ist p1 = E1 und p2 wird wie folgtberechnet, wenn die Kante von TE = (Tx; Ty; Tz) nach HE = (Hx;Hy;Hz) geht. Dannist der gesuchte Punkt p2p2 = TE +min(1;max(0; (p1 � Te) � ejej2 )) (4.20)wobei e = HE � TE ist. Dabei wird mit dem Term � = (p1�Te)�ejej2 die Projektion von p1auf eine Gerade durch TE und HE berechnet. Der entsprechende Punkt auf der Strecke



46 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTIONerfolgt durch Reduktion von � in das Intervall [0; 1]. Dann kann eine Pr�ufung wie inAbschnitt 4.2.2.4 durchgef�uhrt werden.4.2.2.6 N�achste Punkte einer Ecke und einer Fl�acheSind eine Ecke E1 und eine Fl�ache F2 gegeben, mu� ebenso wie in Abschnitt 4.2.2.5nur ps 2 F2 explizit berechnet werden, da p1 wieder mit E1 identisch ist. Sei V =(p1x; p1y ; p1z ; 1) und die Gleichung der Ebene ax+ by + cz + d = 0, wobei n = (a; b; c)ein Einheitsvektor ist und d der Abstand der Ebene zum Ursprung. Dann ist mitNf = (n;�d) = (a; b; c;�d) und nf = (n; 0) der Punkt p2 gegeben durchp2 = V � (V �Nf )nf : (4.21)Danach wird wieder wie in Abschnitt 4.2.2.4 verfahren.4.2.2.7 N�achste Punkte zweier KantenSind zwei Kanten K1 und K2 mit Head H1 und T1 bzw. H2 und T2 gegeben, dannm�ussen die beiden F�alle K1kK2 und K1 6 kK2 unterscheiden werden. Ist K1 6 kK2, dannwird e1 als e1 = H1 � T2 und e2 als e2 = H2 � T2 de�niert. Die gesuchten Punkte p1auf e1 und p2 auf e2 sind dann gegeben durchp1 = H1 + s(T1 �H1) = H1 � e1p2 = H2 + u(T2 �H2) = H2 � e2; (4.22)wobei s und u Parameter zwischen 0 und 1 sind, und die relative Lage auf den Streckenangeben. Wenn n = p1 � p2 ist, dann mu� jnj der minimale Abstand zwischen denKanten sein. Somit mu� n orthogonal zu e1 und e2 sein, wir erhalten alson � e1 = (p1 � p2) � e1 = 0n � e2 = (p1 � p2) � e2 = 0: (4.23)Durch Einsetzen von 4.22 in 4.23 und Au�osen ergibt sich f�ur s und u:s = (e1 � e2) [(H1 �H2) � e2]� (e2 � e2) [(H1 �H2) � e1]((e1 � e2)(e1 � e2))� ((e1 � e1)(e2 � e2))u = (e1 � e1) [(H1 �H2) � e2]� (e1 � e2) [(H1 �H2) � e1]((e1 � e2)(e1 � e2))� ((e1 � e1)(e2 � e2)) (4.24)Auch in diesem Fall mu� sichergestellt sein, da� s; u 2 [0; 1]. Es darf hier allerdingsnicht, wie M.C.Lin in [Lin93] vorschl�agt, s und u �ubers0 = min(1;max(0; s)u0 = min(1;max(0; u) (4.25)
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Abbildung 4.10: In diesem Fall versagt die Berechnung der n�achsten Punkte zweierKanten nach M.C.Lin. Es sind zus�atzliche Fallunterscheidungenn�otig.abgeschnitten werden.Hat man zum Beispiel H1 = 0@ 140 1A,T1 = 0@ 110 1A, H2 = 0@ 340 1A,T2 = 0@ 220 1A. Somitist nach 4.24 s = 43 und u = 2 und nach Formel 4.25 folgt dann s = 1 und u = 1. Damitw�aren T1 und T2 die Punkte mit dem k�urzesten Abstand. Da dies o�ensichtlich falschist, m�ussen f�ur den Fall, da� entweder s 62 [0; 1] oder u 62 [0; 1] weitere �Uberpr�ufungenerfolgen. Dabei mu� dann f�ur s > 1 (s < 1) der Abstand von T1 (H1) zur anderenStrecke bestimmt werden. Analog wird mit u verfahren und der k�urzeste Abstand wirddann verwendet. Damit erh�alt man das korrekte Ergebnis, falls K1 6kK2.Im Fall K1kK2 sind grunds�atzlich zwei M�oglichkeiten zu unterscheiden. Entweder esgibt (sieh e Abbildung 4.11) wie in Fall A unendlich viele L�osungen oder wie in Fall Bnur eine. Ist die L�osung nicht eindeutig, werden die Punkte in der Mitte des ge-meinsamen Bereiches ausgew�ahlt. Die Berechnung selbst erfolgt durch Projektion derEndpunkte auf die jeweilig andere Strecke und dann durch Fallunterscheidungen.Sind die Punkte p1 und p2 bestimmt, kann analog wie in Abschnitt 4.2.2.4 verfahrenwerden.4.2.2.8 N�achste Punkte einer Kante und einer Fl�acheSind eine Ecke E1 und eine Fl�ache F2 zu untersuchen, mu� zuerst entschieden werden,ob die Kante und die Fl�ache parallel sind. Ist dies nicht der Fall, so ist entweder
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Fall A Fall B

Abbildung 4.11: Dargestellt werden die 5 F�alle bei der Bestimmung der n�achstenPunkte zwischen parallelen Fl�achen. Im Fall A sind die Punkteeindeutig, im Fall B nicht. Hier sollten dann zwei Punkte gew�ahltwerden, die in der Mitte des �Uberlappbereiches liegen.
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FAbbildung 4.12: Darstellung der Lage einer Kante und einer Fl�ache f�ur die Abstands-berechnung.einer der Eckpunkte der Strecke und die Fl�ache das n�achste zu untersuchende Paar,oder aber die Kante und eine der Begrenzungskanten des Dreiecks. Der erstgenannteFall tritt ein, wenn Head oder Tail in der Voronoiregion der Fl�ache liegen. Ansonstenwerden als n�achstes die Kante E1 und die zu dieser am n�achsten liegende Kante EFuntersucht. Es ist also nicht m�oglich, da� in diesem Fall E1 und F2 die gesuchten



4.2. CLOSEST-FEATURE-ALGORITHMUS 49Teile der Polyeder sind. Wenn E1kF2 gilt, dann erf�ullen sie 4.16, wenn folgende dreiBedingungen zutre�en:1. Die Kante mu� die Voronoiregion der Fl�ache schneiden.2. Die Fl�achennormale von F2 mu� zwischen den Fl�achennormalen der Begren-zungs�achen von E1 liegen (sieh e hierzu Abbildung 4.12).3. Die Kante mu� oberhalb von F2 liegen.4.2.2.9 N�achste Punkte zweier Fl�achenDies ist der Fall, der am seltensten auftritt. Hierbei mu� zuerst gepr�uft werden, obF1 und F2 parallel sind. Ist dies der Fall, so wird gepr�uft, ob die Projektion derFl�ache F1 auf die Ebene, die F2 enth�alt, mit F2 �uberlappt. Ist dies der Fall, undliegt jede Ebene �uber der anderen, so sind F1 und F2 das gesuchte Paar, sie habenden kleinsten Abstand. Sind hingegen F1 und F2 nicht parallel, sucht man zuerstdas Element f1 2 F1, das den kleinsten Abstand zur Ebene F2 hat und umgekehrt.Wenn nun f1 und F2 das entsprechende Akzeptanzkriterium erf�ullen, werden diese alsn�achstes getestet, das gleiche erfolgt mit f2 und F1. Ansonsten werden alle 9 m�oglichenEckenpaaren �uberpr�uft und es wird mit demjenigen weitergearbeitet, das den k�urzestenAbstand hat.Stellt sich heraus, da� eine Ebene vollst�andig unter der anderen liegt, mu� ein "v�olligneues\ Paar f1,f2 gesucht werden, da ansonsten F1 und F2 ein lokales Minimum desAbstands bilden k�onnen. (Eine genaue Beschreibung aller m�oglichen Sonderf�alle �ndetsich im Anhang C)4.2.3 Preprocessing und DatenstrukturenDer entscheidende Faktor im Hinblick auf die Rechengeschwindigkeit des closest-feature-Algorithmus ist eine sorgf�altige Implementierung der Datenstrukturen. Jedef�ur eine Berechnung n�otige Information sollte umgehend zur Verf�ugung stehen. Ande-rerseits sollte keine Berechnung mehrfach erfolgen oder nicht ben�otigt werden. Es istalso sinnvoll, drei verschiedenen Kategorien an Berechnungen zu unterscheiden:1. Informationen, die w�ahrend der ganzen Simulation erhalten bleiben, so z.B. dasNetzwerk der einzelnen Polyeder und die logische Struktur der Voronoizellen.2. Informationen, die bei jedem Zeitschritt vollst�andig und neu berechnet werdenm�ussen. Dies sind vor allem die Koordinaten der Ecken im raumfesten Koordi-natensystem K.3. Informationen, die nur ben�otigt werden, um f1 2 A und f2 2 B zu �uberpr�ufen,z.B. die Gleichungen der Voronoizellen, Fl�achennormalen und anderes.



50 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTION4.2.3.1 Datenstrukturen, Implementation und LaufzeitverhaltenDie Datenstruktur ist das Wichtigste an der Implementierung eines Algorithmus. Einfalsch gew�ahlter Aufbau kann die Rechenzeit erheblich vergr�o�ern und die �Ubersicht-lichkeit der Implementierung reduzieren6. Deswegen sind folgende Punkte zu beachten:� Die Koordinaten der Ecken im raumfesten Koordinatensystem K m�ussen zu je-dem Zeitschritt neu berechnet werden. Obwohl diese Koordinaten auch f�ur Be-rechnungen im Zusammenhang mit Ecken, Kanten und Fl�achen ben�otigt werden,sollen die Daten nur an einer Stelle gespeichert sein. Somit ist nur ein Speicher-zugri� n�otig. Dies wird dadurch realisiert, da� die Strukturen f�ur Kanten undFl�achen nur Referenzen auf die jeweiligen Eckkoordinaten speichern. Diese sindw�ahrend der gesamten Simulation unver�andert.� Jedes Element des Polyeders ben�otigt schnellen Zugri� auf die Information �uberseine Nachbarn. Auch dies wird durch eine dynamische Verkettung �uber Zeigerrealisiert. Diese Berechnung ist nur zu Beginn der Simulation notwendig undkann dann unver�andert belassen werden.� Die Strukturen der Voronoizellen m�ussen Zugri� auf diejenigen Elemente ha-ben, mit deren Hilfe die entsprechende Ebenengleichung berechnet werden kann.Au�erdem ist es vorteilhaft, wenn dort auch steht, welches Element als n�achstesverwendet werden soll, wenn die Pr�ufung fehlschl�agt.Um dies alles zu gew�ahrleisten, wird vor Beginn der Simulation f�ur jedes Partikel einNetz dynamisch angelegt, in dem alle erforderlichen Verkn�upfungen realisiert werden.Dies geschieht zum gr�o�ten Teil �uber verkettete Listen. Eine Skizze der aufgebautenStrukturen �ndet sich im Anhang C. Der Aufbau dieser Strukturen ist zwar von derOrdnung O(n), mu� aber nur ein einziges Mal vor der Simulation durchgef�uhrt werdenund ist somit f�ur die Gesamtzeit der Simulation unerheblich.4.2.3.2 LaufzeitverhaltenZur Bestimmung der durchschnittlichen Rechenzeit f�ur die Berechnung des Abstandszwischen zwei Polyedern wurden verschiedene Geometrien verwendet. Das einfachstePolyeder war ein Tetraeder, das komplizierteste war ein fast kugelf�ormiges Gebilde mit462 Ecken, 1380 Kanten und 920 Fl�achen. Es wurde immer der Abstand zwischen zweigleichen K�orpern berechnet, wobei der eine um die X-Achse rotierte, der andere um dieY-Achse. Bei einer Simulationszeit von 100 Sekunden mit einem Zeitschritt von 0.001Sekunden wurde der Algorithmus 100000 mal abgearbeitet. Dabei zeigt sich, da� dieRechenzeit im Bereich von 70 �s liegt.Versucht man, den Abstand zweier Polyeder durch direktes Vergleichen aller Elementezu bestimmen, so ergibt sich schon im einfachsten Fall, dem des Tetraeders, bereits6Da der Algorithmus ca. 3500 Zeilen lang ist, mu� auf �Ubersichtlichkeit und Kommentare vielWert gelegt werden.



4.2. CLOSEST-FEATURE-ALGORITHMUS 51Ecken Kanten Fl�achen Ges. 1 Z. 2 Z. 3 Z. 4 Z. 5 Z. 6- Z. �s4 6 4 14 98290 1430 259 17 2 1 636 12 8 26 99803 196 0 0 1 1 8312 30 20 62 99497 465 36 0 1 1 7118 48 32 98 99703 296 0 0 0 1 6922 60 40 122 99702 222 75 0 0 1 7242 120 80 242 99164 737 97 1 0 1 7652 150 100 302 99563 292 144 0 0 1 7062 180 120 362 99544 430 25 0 0 1 6072 210 140 422 99486 436 77 0 0 1 6382 240 160 482 99442 549 8 0 0 1 70102 300 200 602 99361 630 8 0 0 1 78202 600 400 1202 98907 1057 35 0 0 1 74302 900 600 1802 98271 1667 57 4 0 1 78462 1380 920 2762 97661 2217 112 5 3 2 58Tabelle 4.4: Zahl der Zyklen, die der closest-feature-Algorithmus braucht, um bei100000 Berechnungen den minimalen Abstand zu �nden.
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Zahl der PolyederbestandteileAbbildung 4.13: Laufzeitverhalten des closest-feature-Algorithmuseine Rechenzeit von ca. 3 ms, bei einem Icosaeder 55 ms. Vielleicht lie�e sich dieserAlgorithmus durch geschickte Programmierung um den Faktor 2{10 beschleunigen,



52 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTIONim Vergleich zu 70 �s erscheint dies aber unwichtig. Denn beim Tetraeder mu� derAbstand 14�14 = 196-mal berechnet werden, bei einem Icosaeder steigt diese Zahl dannauf 3644 Vergleiche und bei dem komplexesten K�orper auf 27622 = 7628644 Vergleiche.Es tritt also nicht der Fall ein, da� der Algorithmus mit dem scheinbar schlechterenZeitverhalten O(n2) besser ist, weil sein Zeitbedarf f�ur kleine n im Vergleich zumscheinbar besseren O(n) oder O(const) geringer ist (sieh e auch Anhang E.1).Somit ist es m�oglich, durch Kombination des closest-feature-Algorithmus mitBounding{Boxes alle Kollisionen der Sandk�orner mit O(n+ k) zu bestimmen, d.h. dieSimulationszeit wird linear mit der Zahl der zu simulierenden Sandk�orner wachsen.Der closest-feature-Algorithmus liefert im Fall der Kollision einen Startpunkt f�ur dieBestimmung des Overlappolygons. Aus dem Overlappolygon sollen dann die bei derKollision auftretenden Kr�afte und Drehmomente berechnet werden.



Kapitel 5ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurden die Grundlagen von Simulationen f�ur granulare Medien un-tersucht. Es wurden Verfahren zu Berechnung von Schwerpunkt und Tr�agheitstensorunregelm�a�iger konvexer Polyeder entwickelt. Um numerische Fehler bei der Darstel-lung von Rotationen zu vermeiden, wurden Quaternionen verwendet, die eine deutlichstabilere und zuverl�assigere Simulation erlauben. Als Di�erentialgleichungsl�oser wurdeder Gear-Predictor-Corrector verwendet, der in Bezug auf Genauigkeit und Energie-erhaltung gro�e Vorteile bietet. Au�erdem ben�otigt man nur eine Kraftberechnungpro Zeitschritt. F�ur das Problem der Kollisionspr�ufung wurde eine mehrstu�g L�osungentwickelt. Als erster Schritt wurde ein Verfahren f�ur Bounding{Boxes eingef�uhrt, dasmit O(n + k) arbeitet. F�ur die Bestimmung der Bounding{Boxes wurde ein Verfah-ren basierend auf einem Ellipsoid entwickelt, das die Berechnung in konstanter Zeit,unabh�angig von der Komplexit�at des eingeschlossenen Polyeders, erlaubt. F�ur denn�achsten Schritt wurde der closest-feature-Algorithmus implementiert und untersucht.Damit ist es m�oglich, unabh�angig von Form und Lage zweier beliebig komplizierter Po-lyeder, deren Abstand in konstanter Zeit zu bestimmen. Diese Zeit liegt mit ca. 70 �ssogar unter der, die f�ur den direkten Vergleich zweier Tetraeder ben�otigt wird.Die Hauptursache f�ur die Probleme bisheriger Simulationen liegen im Bereich der ver-wendeten Algorithmen, die meistens mit O(n�) arbeiten. Eine Simulation, deren Zeit-bedarf nur linear mit der Zahl der simulierten K�orper ansteigt, scheint m�oglich. Au�er-dem spricht nichts gegen die Verwendung von komplexeren Polyedern, man ist nichtauf Kugeln beschr�ankt.In Zukunft soll die Kraftberechnung aus dem Overlap zweier Polyeder erfolgen. Inzwei Dimensionen konnte dieses Verfahren schon von M. Bauernfeind erfolgreich gete-stet werden. Dadurch wird dann auch die Haft- und Gleitreibung korrekt modelliert.Dann kann man auch die Einschr�ankungen beurteilen, die bei bisherigen Simulationengemacht wurden. Dar�uberhinaus kann dann auch der Einu� der Zahl der Dimensionenauf bisherige Simulationen bestimmt werden.Um die Rechenzeit noch weiter zu verk�urzen, soll der Code noch parallelisiert werden[Mat94]. Zuk�unftig werden sich dann anspruchsvolle Simulationen mit einer gro�enZahl komplexer Teilchen verwirklichen lassen. Ein gro�es Interesse besteht an der Un-



54 KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNGtersuchung von Trichtern. Die Frage ist, ob sich das Verstopfen eines Trichters durchDichteschwankungen o.�a. ank�undigt, und ob es m�oglich ist, das Verstopfen dann nochzu verhindern. Ebenso soll der Einu� der Form des Trichters auf das Durchu�ver-halten untersucht werden.Als Fernziel soll eine Simulation mit konkaven Polyedern entwickelt werden und au�er-dem soll versucht werden, feuchte granulare Medien zu simulieren.



Anhang AQuaternionenA.1 De�nitionenQuaternionen k�onnen auf verschiedene �aquivalente Weisen de�niert werden. Urspr�ung-lich wurden sie von Hamilton als erweiterte komplexe Zahlen in der Formw+ix+jy+kz,de�niert, wobei i2 = j2 = k2 = �1, ij = k = �ji mit w; x; y; z 2 R gilt. Das eigentlichNeue ist die Nichtkommutativit�at der Multiplikation.Es ist inzwischen �ublich, die Zahlen x; y; z als Vektor zu bezeichnen, und w als Skalar.Die Verkn�upfungen zwischen Quaternionen werden dann auf der Basis von Skalar- undKreuzprodukt de�niert.Verschiedene Darstellungsm�oglichkeiten f�ur Quaternionen:q def= [w ; v] ;v 2 R3; w 2 R= [w ; (x; y; z)] ;x; y; z; w 2 R= [w; x; y; z] ;x; y; z; w 2 R= w + ix+ jy + kz;w; x; y; z 2 R; i2 = j2 = k2 = �1; ij = k = �ji; w; x; y; z 2 R(A.1)Vektoren v 2 R3 und Skalare k�onnen in der Forms = [s ; 0]und v = [0 ; v] (A.2)geschrieben werden.Die Addition erfolgt komponentenweiseq+ q ' = [v ; w] + [v0 ; w0] def= [v+ v0 ; w + w0] (A.3)Die Multiplikation ist durchq � q ' = [w ; v] � [w0 ; v0] def= [ww0 � v � v0 ; v � v0 + wv0 + w0v] (A.4)



56 ANHANG A. QUATERNIONENgegeben,wobei (pq)q0 = p(qq0)sq = qs = [s ; 0] [w ; v] = [sw ; sv] (A.5)und sehr wichtig f�ur Formel 2.22vv0 = [0 ; v] [0 ; v0] = [�v � v0 ; v� v0] (A.6)gilt.�Uber das Konjugierte q� q� = [w ; v]� def= [w ; �v] (A.7)und die Norm N(q)N def= qq� = q�q = w2 + v � v = w2 + x2 + y2 + z2 (A.8)mit den Eigenschaften (q�)� = q(pq)� = q�p�(p+ q)� = q� + p�N(qq ') = N(q)N(q ')N(q�) = N(q) (A.9)wird das Inverse q�1 q�1 = q�N(q) (A.10)de�niert.Quaternionen mit N(q) = 1 hei�en Einheitsquaternionen.A.2 Quaternionen und RotationenUm den Zusammenhang zwischen Quaternionen und Rotationen darzustellen, mu�folgendes bewiesen werden.Sei p ein Punkt im dreidimensionalen Raum, dargestellt durch ein Quaternion; p =[w ; v] = [w ; (x; y; z)]. Au�erdem sei q ein Quaternion ungleich Null.Dann gilt:1. Das Produkt qpq�1 f�uhrt p = [w ; v] nach p0 = [w ; v0] �uber, wobei N(v) gleichN(v0) ist2. Jedes Vielfache 6= 0 von q gibt dasselbe Ergebnis
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1 v0
+

v0 v1

v0
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qΩ *qΩAbbildung A.1: Darstellung der Lage von v0 und v1 f�ur den Beweis der Rotationmit Quaternionen.3. Wenn N(q) = 1 ist, dann ist q = [cos 
 ; v̂ sin
] eine Rotation um v̂ mit demWinkel 2
Zu 2:Das Inverse von sq ist q�1s�1 und die Multiplikation mit einem Skalar kommutiert.Damit gilt sqpq�1s�1 = qpq�1ss�1 = qpq�1 (A.11)Man kann also o.B.d.A annehmen, da� q ein Einheitsquaternionen ist. Somit kannman statt mit qpq�1 mit qpq� arbeiten.Zu 1:Zuerst soll gezeigt werden, da� w durch qpq� nicht ver�andert wird. Dazu wird 2S(q) =q+ q� de�niert, wobei S dazu dient, den skalaren Anteil von q extrahieren; es ist alsoS(p) = w. Wegen 2S(qpq�) = (qpq�) + (qpq�)� = qpq� + qp�q� == q (p + p�)q� = q (2S(p)) q� = 2S(p) (A.12)wird aus [w ; v] durch qpq� dann [w ; v0]. Da die Multiplikation keinen Einu� aufdie Norm hat, ist N(p) = N(p0) und da w unver�andert bleibt, ist dann N(v) = N(v0)Zu 3:Gegeben seien, wie in Abbildung A.1 zu sehen, zwei Vektoren v0,v1, es gelte:N(v0) = N(v1) = 1cos 
 = v0 � v1v̂ = (v0 � v1)jv0 � v1jq def= v1v�0 = [v0 � v1 ; v0 � v1] = [cos 
 ; v̂ sin 
] : (A.13)



58 ANHANG A. QUATERNIONENNun kann man zeigen da� (qv0q�)v�1 = v1v�0 gilt.(qv0q�)v�1 = (qv0(v1v�0)�)v�1 == qv0(v0v�1))v�1 == q(v0v0)(v�1v�1) == q(�1)(�1) == q = v0v�1 (A.14)Dies bedeutet, da� qv0q� in derselben Ebene wie v0 und v1 liegt und mit v1 denWinkel 
 einschlie�t. Zus�atzlich kann man aus(qv1q�)(qv0q�)� = (q(qv0)q�)(qv0q�)� = (q(qv0q�)(qv0q�)� = q (A.15)folgern, da� auch (qv1q�) in dieser Ebene liegt und mit (qv0q�) den Winkel 
 bildet.Somit dreht q die Vektoren v0,v1 um 2
 mit v̂ als Rotationsachse. Nun mu� dieWirkung von q auf v̂ untersucht werden. Wegenqv̂ = [cos 
 ; v̂ sin 
] [0 ; v̂] = [�v̂ sin
v̂ ; v̂ cos 
] == [0 ; v̂] [cos 
 ; v̂ sin
] = v̂q (A.16)gilt dann qv̂q� = v̂qq� = v̂; also wird v̂ nicht ver�andert, und die Bezeichnung alsRotationsachse ist gerechtfertigt.Nun mu� man auf einen beliebigen Vektor p verallgemeinern.Da sich p = s0v0 + s1v0 + s2v̂ darstellen l�a�t, ergibt sich aufgrund der Bilinearit�atdann q(s0v0 + s1v0 + s2v̂)q� = q(s0v0)q� + q(s1v0) + q(s2v̂)q� == s0q(v0)q� + s1q(v0) + s2q(v̂)q�; (A.17)die Einzelterme aber wurden bereits untersucht. Somit dreht also q jeden Vektor mit2
 um v̂.Die Kombination zweier Rotationen, wobei zuerst mit q1 dann mit q2 gedreht wird,ist durch q = q1q2 gegeben, daq1(q2pq�2)q�1 = (q1q2)p(q2q1)� = qpq? (A.18)gilt.



A.3. UMWANDLUNG QUATERNION$ROTATIONSMATRIX 59A.3 Umwandlung Quaternion$RotationsmatrixDie Matrix R, die die gleiche Drehung wie q = [w ; (x; y; z)] ausf�uhrt, ist durchR = 24 1� 2(y2 + z2) 2(xy � wz) 2(xz + wy)2(xy + wz) 1� 2(x2 + z2) 2(yz � wx)2(xz �wy) 2(yz + wx) 1� 2(x2 + y2) 35 (A.19)gegeben.Umgekehrt kann man q = [w ; (x; y; z)] aus R folgenderma�en bestimmen:w = 12p(Tr R+ 1)x = R3;2p(Tr R+ 1)y = R1;3p(Tr R+ 1)z = R2;1p(Tr R+ 1) : (A.20)
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Anhang BInsertion-sortInsertion-sort ist ein elementarer Algorithmus zum Sortieren von Datens�atzen. Es ent-spricht weitestgehend dem Verfahren, das der Mensch beim Sortieren von Spielkartenverwendet.Es wird jetzt angenommen, da� man so sortieren will, da� am Ende die Daten inaufsteigender Reihenfolge vorliegen; f�ur absteigende Sortierung l�auft das Verfahrenanalog. Man arbeitet mit zwei Bereichen, einer, in dem die bereits sortierten Datenstehen und einem, der die noch einzusortierenden Datens�atze enth�alt.1Man entnimmt der unsortierten Liste das Element, das in der Liste ganz vorne steht.Man vergleicht die nun nacheinander mit den Elementen aus der sortierten Liste, wobeiman bei den gr�o�ten Elementen beginnt. Ist das neu einzuordnende dann gr�o�er alsdas Vergleichsobjekt, wird es nach diesem eingef�ugt.Nach Sedgewick [Sed92] ben�otigt Insertion-sort imDurschnitt bei zuf�allig verteiltenDa-ten N24 Vergleiche und N28 Austauschoperationen. Das Zeitverhalten geht mit O(n2),dies ist in Abbildung B.2 eindeutig erkennbar. Liegen die Daten in "falscher\ Rei-henfolge vor, mu� also aus einer absteigenden Zahlenfolge eine aufsteigende gemachtwerden, sind N22 Vergleiche und N24 Vertauschungen notwendig. Zwar geht auch hierder Zeitaufwand mit O(n2), die wirkliche Rechenzeit ist aber genau doppelt so gro�.Es ist zu bedenken, da� O(n) immer ohne Vorfaktoren angegeben wird, siehe auchAnhang E.1.Der f�ur die Simulation interessanteste Fall ist allerdings eine "fast\ geordnete Liste.Dazu soll als Grenzfall die geordnete Liste betrachtet werden. F�ur jedes Elementmu� nur mit seinem Vorg�anger verglichen werden, Austauschoperationen sind nichtn�otig. Der Rechenzeitbedarf ist also von der Ordnung O(n). Bei der nicht vollst�andiggeordneten Liste nimmt man an, da� insgesamt f�ur alle Elemente noch zus�atzlich kVergleiche und Vertauschungen am Listenende ben�otigt werden, dabei sollte k nichtgr�o�er als einige n werden, und so klein wie m�oglich sein.2 Der Zeitbedarf geht dannmit O(n+ k), ist also wie man auch in Abbildung B.3 sieht, linear. F�ur diesen Fall ist1Im Programm selber trennt man diese beiden nicht mehr strikt, sondern verwendet entweder zweiTeile eines Arrays, oder man teilt die linear verkettete Liste geeignet.2 kn gibt dann an, um wieviele Pl�atze ein Element im Durchschnitt falsch liegt.



62 ANHANG B. INSERTION-SORTInsertion-sort jedem "besseren\, komplexen Verfahren wie z.B Quicksort, Heap Sorto.�a deutlich �uberlegen.Insertion-sort implementiert mit FORTRAN 90.program inssortimplicit nonecend -&--1---------2---------3---------4---------5---------6c Variablendeklarationeninteger,parameter :: maximal=10000integer :: Ndouble precision,dimension(:),pointer :: listeinteger cntc Vorarbeitenallocate(liste(maximal+1)) ! Speicherplatz belegenliste(1)=-32000 ! SentinelN=100 ! Zahl der zu sortierenden Elementec Hauptprogrammdo cnt=1,Nliste(cnt+1)=cnt+((4.0*rand())-2.0) ! Fast sortiertc liste(cnt+1)=maximal-cnt ! schlechteste Sortierungc liste(cnt+1)=100000*rand() ! zuf�allig verteiltend docall sort(liste,N) ! Die Sortierung selbstc Ausgabewrite (*,*) 'Sortierte Liste'do cnt=1,Nwrite (*,*) liste(cnt+1)end doc Programmende
containscom -------------------------------------------------------subroutine sort(liste,N)double precision,dimension(:),pointer :: listeinteger Nc first written on 06/30/1995c rev 1.0cend -&--1---------2--------3---------4---------5---------6c lokale Variablendouble precision vgl_element ! Einzusortierendes Elementinteger cnt,pos ! Zaehlerdo cnt=3,N+1 ! Schleife ab dem 2. Listenelementepos=cnt ! von hier aus rueckwaerts testenvgl_element=liste(cnt) ! das muss einsortiert werdendo while(vgl_element.le.liste(pos))pos=pos-1 ! korrekten Platz suchenend doliste(pos+2:cnt)=liste(pos+1:cnt-1) !eine Position nach rechtsliste(pos+1)=vgl_elementend doend subroutine sortend program inssort

M

L

A

I

N

O 

O N

T

I

10.

S I M U L A T

S

I

M

I

A I

I I

LI

A L M O 

S

S

O T U

T

NM

A M SMLII

A I L M S

T

T

U

U

U

A I L M S U

UI SL

M S U

SMI

I S

S

U

Start:

Ende:

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.Abbildung B.1: Hier wird schematisch Insertion-sort dargestellt. Die Buchstaben desWortes "SIMULATION\ sollen geordnet werden. Links der Trenn-linie ist der bereits sortierte Bereich. In jedem Schritt mu� dortmit Hellgrau unterlegten Buchstaben verglichen werden, bis der kor-rekte Platz gefunden wurde. Rechts sind die noch einzuordnendenZeichen, die schwarzen K�astchen sind im jeweiligen Schritt noch un-wichtig.



63
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Länge der zu sortierenden Liste

R
ec

he
nz

ei
t 1

/s

zufällige Liste

worst−caseAbbildung B.2: Laufzeitverhalten von Insertion-sort: Sortiert wurden verschiedenlange Listen in aufsteigende Reihenfolge sortiert. Dabei waren diezu sortierenden Listen entweder zuf�allig belegt, oder im "worst-case\abfallend angeordnet. Sehr gut ist die Ordnung O(n2) des Laufzeit-verhaltens zu erkennen.
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

Länge der zu sortierenden Liste

R
ec

he
nz

ei
t 1

/s

fast sortierte ListeAbbildung B.3: Im Fall einer fast sortierten Liste ist das Laufzeitverhalten vonInsertion-sort fast linear.



64 ANHANG B. INSERTION-SORT



Anhang Cclosest-feature-AlgorithmusDas nachfolgende FORTRAN 90-Programmfragment ist die Kernroutine des closest-feature-Algorithmus und stammt aus dem Programm, das w�ahrenden der Diplomarbeitentwickelt wurde:com -----------------------------------------------------------subroutine closest_features(particle1,cf1,particle2,cf2,# distance,time_step)type (polyeder) particle1,particle2type (feature) cf1,cf2double precision distanceinteger time_stepc function :c first written on 5/4/1995c rev 1.0c rev 1.1 Einf"urung von time_stepcend -&--1---------2--------3---------4---------5---------6----c lokale Variableninteger cycle_cntdouble precision dummycycle_cnt=0distance = -infinitydo while (distance.lt.0.0)cycle_cnt=cycle_cnt+1if (cycle_cnt.eq.100) thencall cycle_checkend ifselect case(cf1%feature_type)case (T_VERT)select case(cf2%feature_type)case (T_VERT)c Fall 1: particle1->vertex und particle2->vertexcall check_vertex_vertex(cf1%p_vertex,cf2%p_vertex,# distance,time_step,# cf1%feature_type,cf1%p_vertex,cf1%p_edge,cf1%p_face,# cf2%feature_type,cf2%p_vertex,cf2%p_edge,cf2%p_face)case (T_EDGE)c Fall 2: particle1->vertex und particle2->edgecall check_vertex_edge(cf1%p_vertex,cf2%p_edge,# distance,time_step,# cf1%feature_type,cf1%p_vertex,cf1%p_edge,cf1%p_face,# cf2%feature_type,cf2%p_vertex,cf2%p_edge,cf2%p_face)case (T_FACE)c Fall 3: particle1->vertex und particle2->facecall check_vertex_face(cf1%p_vertex,cf2%p_face,# distance,time_step,# cf1%feature_type,cf1%p_vertex,cf1%p_edge,cf1%p_face,# cf2%feature_type,cf2%p_vertex,cf2%p_edge,cf2%p_face)end selectcase (T_EDGE)select case(cf2%feature_type)case (T_VERT)

c Fall 4: particle1->edge und particle2->vertexcall check_vertex_edge(cf2%p_vertex,cf1%p_edge,# distance,time_step,# cf2%feature_type,cf2%p_vertex,cf2%p_edge,cf2%p_face,# cf1%feature_type,cf1%p_vertex,cf1%p_edge,cf1%p_face)case (T_EDGE)c Fall 5: particle1->edge und particle2->edgecall check_edge_edge(cf1%p_edge,cf2%p_edge,# distance,time_step,# cf1%feature_type,cf1%p_vertex,cf1%p_edge,cf1%p_face,# cf2%feature_type,cf2%p_vertex,cf2%p_edge,cf2%p_face)case (T_FACE)c Fall 6: particle1->edge und particle2->facecall check_edge_face(cf1%p_edge,cf2%p_face,# particle2,# distance,time_step,# cf1%feature_type,cf1%p_vertex,cf1%p_edge,cf1%p_face,# cf2%feature_type,cf2%p_vertex,cf2%p_edge,cf2%p_face)end selectcase (T_FACE)select case(cf2%feature_type)case (T_VERT)c Fall 7: particle1->face und particle2->vertexcall check_vertex_face(cf2%p_vertex,cf1%p_face,# distance,time_step,# cf2%feature_type,cf2%p_vertex,cf2%p_edge,cf2%p_face,# cf1%feature_type,cf1%p_vertex,cf1%p_edge,cf1%p_face)case (T_EDGE)c Fall 8: particle1->face und particle2->edgecall check_edge_face(cf2%p_edge,cf1%p_face,# particle1,# distance,time_step,# cf2%feature_type,cf2%p_vertex,cf2%p_edge,cf2%p_face,# cf1%feature_type,cf1%p_vertex,cf1%p_edge,cf1%p_face)case (T_FACE)c Fall 9: particle1->face und particle2->facecall check_face_face(cf1%p_face,cf2%p_face,# particle1,particle2,# distance,time_step,# cf1%feature_type,cf1%p_vertex,cf1%p_edge,cf1%p_face,# cf2%feature_type,cf2%p_vertex,cf2%p_edge,cf2%p_face)end selectend selectend doend subroutine closest_features



66 ANHANG C. CLOSEST-FEATURE-ALGORITHMUSDieses Flu�diagramm stellt die Grundstruktur f�ur die einzelnen Tests beim closest-feature-Algorithmus dar: #"  !STARTclosest feature?BerechnungpfA und pfB?Berechnungvon VfB?����@@@@ ���� @@@@pfA 2 VfBNein Ja?Berechnungvon VfA?����@@@@ ���� @@@@pfB 2 VfA NeinJa?#"  !STOPclosest feature - Suche neues fB

�
�Suche neues fA

-

Abbildung C.1: Flu�diagramm f�ur den closest-feature-Algorithmus . Dabei sind fAfB Elemente der PolyederA B , VfA,VfB die zu fA bzw. fB geh�origenVoronoiregionen, und pfA ,pfB die sich n�achsten Punkte auf fA undfB .



67Die nachfolgenden Beschreibungen stammen aus [Lin93], sie enthalten alle Sonderf�alle,die zu ber�ucksichtigen sind, wenn es notwendig ist, zwei Fl�achen, oder eine Fl�ache undeine Ecke zu pr�ufen:Given an edge E and a face F , the algorithm �rst checks IF E AND F ARE PARAL-LEL, i.e. the two endpoints HE and TE are equi-distant from the face F (i.e their signeddistance is the same). the signed distance between HE and F can be computed easilyby HE � NF where NF is F 's unit outward normal and similarly for the signed distancebetween F and HTTHEN, when the head HE and the tail TE of the edge E are equi-distant from the faceF , the subroutine checks IF E INTERSECTS F 'S PRISM REGION, (i.e. the regionbounded by F 's constraint planes constructed from the edges in F 's boundary).THEN, if E intersects the prism region of F , the algorithm checks IF THE HEADHE (OR TAIL TE OF E LIES ABOVE THE FACE F .THEN, it will check IF THE FACE OUTWARD NORMAL NF IS"BOUNDED"BY THE NORMALS OF THE EDGE'S LEFT ANDRIGHT FACES, say NL and NR respectively, to verify that the face F liesinside the Voronoi region of the Edge E, not in the Voronoi region of E's leftor right face (FL and FR). This is done by checking if (NL � ~E) �Nf > 0 and( ~E � NL) �Nf > 0, where NF is the outward normal of the face F , ~E is theedge vector, and NR,NL denote the outward normal of the edge's right andleft face respectively.THEN, the edge E and the face F will be returned as the closest featurepair, since E and F lie within the Voronoi region of each other.ELSE, it return the right or left face (FL and FR) of E, which ever iscloser to FELSE, when the head HE (implies E also) lies beneath F , then it will invokea subroutine e-�nd-min which �nds the closest feature on the polyhedron Bcontaining F to E by enumerating all th features on B. Then the algorithmwill return E and this new feature fB as the next candidates for the closestfeature pair veri�cationELSE, E does not intersect the prism de�ned by F 's boundary edges, then there isat least one edge of F 's boundary which is closer to E than the interior of F is to E(by the de�nition of Voronoi region). So, when the test failed, it calls a constant timeroutine (which takes time proportional to the constant number of faces boundary)and returns the edge E and the closest edge or vertex, say fF , on the boundary toE.



68 ANHANG C. CLOSEST-FEATURE-ALGORITHMUSELSE, the algorithm checks IF ONE END POINT LIES ABOVE THE FACE FAND THE OTHER LIES BENEATH F .THEN, if so there is one edge on F 's boundary which is closer to E than theinterior of F . So, the algorithm will �nd the closest edge or vertex fB , which hasthe minimum distance to E among all edges and vertices in F 0s boundary, andreturn (E,fb) as the next candidate pair.ELSE, one endpoint HE(or TE) of E is closer (the magnitude jVe �NF j instead ofthe signed distance is used for comparison here) to F than the other endpoint, thealgorithm will check IF THE CLOSER ENDPOINT VE LIES INSIDE OFF 0S PRISM REGION (bounded by constraint planes generated by the edges inF 's boundary), CellF , as in the vertex-face case.THEN, if closer endpoint EE lies inside of F 's prism region, then the algo-rithm will next verify IF THIS ENDPOINT LIES ABOVE THE FACEF (to detect a local minimum of distance function).THEN, if VE (the closer endpoint to F) is above F the algorithm nextveri�es IF THE CLOSEST POINT PF ON F TO VE SATISFIESVE'S APPLICABILITY CONSTRAINTS.THEN, if so the algorithm returns VE and F as the closest featurepair.ELSE some constraint plane in VE's Voronoi cell CellVE is vio-lated. This constraint plane is generated by an edge, say E 0, inVE's coboundary. This edge E0 is closer to F , so the algorithmwill return (E 0,F ) as the next candidate pair.ELSE, if the closer endpoint VE of E lies beneath F , then the algorithm�nds the closest feature FB on the polyhedron B to VE. The algorithmreturn (Ve,fB as the next candidate feature pair.ELSE, if the closer endpoint VE of E to F lies outside of F 0s prism region,then there is one edge on F 's boundary which is closer to E than the interiorof F . So, the algorithm will �nd the closest edge or vertex fB , which has theminimum distance to E among all edges and vertices in F 0s boundary, andreturn (E,fB) as the next candidate pairEND(0) Given two faces, FA and FB , the algorithm �rst checks IF THEY ARE PARALLEL.



69THEN, if they are parallel, it invokes a subroutine which runs in constant time (propor-tional to the product of numbers of boundaries between two faces, which is a constantafter subdivision) to check IF THE ORTHOGONAL PROJECTION OF FA ONTHE PLANE OF FB OVERLAPS FB (i.e FA intersects the prism region of FB).(1) THEN, if they overlapped, the algorithm next checks IF PA (implies FA aswell, since the two faces are parallel) LIES ABOVE FB , where PA is one of thepoints on FA and its projection down to FB is in the overlap region.(2) THEN, if PA (thus FA) lies above FB , the algorithm next checks IF PBTHUS FB) ALSO LIES ABOVE FA, where PB is one of the points andits projection down to FB is in the overlap region.(3) THEN, if PB (thus FB) is above FA and vice versa, we have a pairof closest points (PA,PB) satisfy the respective applicability constraintsof FB and FA. so, PA and PB are the closest points on A and B; andthe features containing them, FA and FB , will be returned as the closestfeatures.(4) ELSE, if PB (thus FB) lies beneath FA, then the algorithm �nds theclosest feature fA on polyhedron A containing FA to FB by enumeratingall features of A to search for the feature which has minimum distanceto FB . So, the new features (fA,FB) is guaranteed to be closer than(FA,FB).(5) ELSE, if PA (thus FA) lies beneath FB then the algorithm �nds the closestfeature fB on polyhedron B containing FB to FA and returns (FA,fb) as thenext candidate feature pair. This pair of new features has to be closer thanFA to FB since fb has the shortest distance among all features on B to FA.(6) ELSE, if FA and FB are parallel but the projection of FA does not overlapFB , a subroutine enumerates all possible combination of edge{pairs (one from theboundary of each face respectively) and computes the distance between each edge{pair to �nd a pair of closest edges which has the minimum distance among all. Thisnew pair of edges (EA,EB) is guaranteed to be closer than the two faces, since twofaces FA and FB do not contain their boundaries.(7) ELSE, id FA and FB are not parallel, this implies there is at least one vertex or edgeon FA closer to FB than FA to FB or vice versa. So, the algorithm �rst �nds the closestvertex or edge on FA to the plane containing FB, �B.(8) comVERTEX: if there is only a single closest vertex VA to the plane containingFB , VA is closer to FB than FA is to FB since two faces are not parallel and theirboundaries must be closer to each other than their interior. Next the algorithmchecks if VA lies within the voronoiregion of FB.



70 ANHANG C. CLOSEST-FEATURE-ALGORITHMUS(9) THEN, if so VA and FB will be returned as the next candidate pair.(10) ELSE, the algorithm �nds the closest vertex (or edge) on FB to �A, andproceeds as before.(11) comVERTEX: if there is only a single vertex VB closest to the plane�A containing FA, the algorithm checks if VB lies inside of FA's Voronoiregion bounded by the constraint planes generated by the edges in FA'sboundary and above FA.(12) THEN, if VB lies inside of FA's Voronoi region, then FA andVB will naturally be the next candidate pair. This new pair offeatures is closer than the previous pair as already analyzed in(10).(13) ELSE, the algorithm performs a search of all edges from theboundary of FA and FB and returns the closest pair (EA,EB) asthe next candidate feature pair.(14) EDGE:, similarly if the closest feature on FB to �A is an edgeEB, the algorithm once again checks if EB cuts FA's prism to determinewhether FA and EB are the next candidate features.(15) THEN, the algorithm checks IF THE END POINT OFEB LIES ABOVE FA.(16) THEN, the new pair of candidate features is FA andEB since EB lies within FA's Voronoi region.(17)ELSE, the algorithm searches for the closest feature fAwhich has the minimum distance among all other features onA to EB and returns (fA,EB) as the next pair of candidatefeatures.(18) ELSE, if not, then this implies that neither face contains theclosest points since neither FA nor FB's Voronoi regions containa closest point from the other's boundary. So, the algorithm willenumerate all the edge{pairs in the boundaries of FA and FB to�nd the pair of edges which is closest in distance. This new pairof edges (EA,EB) is guaranteed to be closer than two faces.(19) EDGE: if there are two closest vertices on FA to �B, then the edge EAcontaining the two vertices is closer to �B than FA is. Next, the algorithm checksIF EA INTERSECTS THE PRISM REGION OF FB , as in the edge-facecase.



71(20) THEN, the algorithm checks IF THE END POINT OF EA LIESABOVE FB .(21) THEN, if so the edge EA and FB will be returned as the nextcandidate pair.(22) ELSE, the algorithm searches for the closest feature fb which hasthe minimum distance among all other features on B to EA and returns(EA, fb) as the next pair of candidate features.(23) ELSE, if this is not the case, then the algorithm �nds the closest vertex(or edge) on FB to the plane containing FA, say �A and proceeds as before,from block (11) to block (18).ENDNachfolgend sind die grunds�atzlichen Dateistrukturen und deren Verkn�upfungen dar-gestellt:
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Anhang DBefehlsworte in derEnviroment-DateiZul�assige Variablen im GRAFIK{BereichSTD FONT -1 Schriftart f�ur KOS,etc. Tab.: D.2STD SIZE 4 mm Standartschrifth�ohe �0TITEL X 240 mm X-Koordinate der TitelzeileTITEL Y 265 mm Y-Koordinate der TitelzeileTITEL FONT -1 Schriftart f�ur die Titelzeile Tab.: D.2TITEL SIZE 8 mm Schrifth�ohe f�ur die Titelzeile �0TEXT LEFT 26 mm siehe Abb.: D.1TEXT TOP 250 mm siehe Abb.: D.1TEXT DIST 10 mm siehe Abb.: D.1TEXT FONT -1 Schriftart f�ur Me�werte Tab.: D.2TEXT SIZE 4 mm Schrifth�ohe f�ur Me�werte �0V COLOR 1 0 alle Teilchen werden in derselben Farbegezeichnet 0 { 71 v = vmin bis v = vmax2 linear bis ca. v � 10mms3 linear bis ca. v � 100mms4 linear bis ca. v � 1000mms5 linear bis ca. v � 10000mms6 log10 bis ca. v � 10000mms7 log2 bis ca. v � 64mmsSCR XMIN 100 mm Xmin f�ur den Zeichenbereich von gr3 ?SCR YMIN 30 mm Ymin f�ur den Zeichenbereich von gr3 ?SCR XMAX 370 mm Xmax f�ur den Zeichenbereich von gr3 ?SCR YMAX 255 mm Ymax f�ur den Zeichenbereich von gr3 ?Fortsetzung auf der n�achsten Seite



74 ANHANG D. BEFEHLSWORTE IN DER ENVIROMENT-DATEIFortsetzung der letzten SeiteName Std. Eh. Erkl�arung zul�assigAXS XMIN -1 LE Xmin f�ur den Wertebereich der KO-Achsen �AXS XMAXAXS YMIN -1 LE Ymin f�ur den Wertebereich der KO-Achsen �AXS YMAXAXS ZMIN -1 LE Zmin f�ur den Wertebereich der KO-Achsen �AXS ZMAXAXS XMAX 20 LE Xmax f�ur den Wertebereich der KO-Achsen �AXS XMINAXS YMAX 20 LE Ymax f�ur den Wertebereich der KO-Achsen �AXS YMINAXS ZMAX 20 LE Zmax f�ur den Wertebereich der KO-Achsen �AXS ZMINSCL XMIN -1 LE Xmin f�ur die Beschriftung der KO-Achsen �SCL XMAXSCL YMIN -1 LE Ymin f�ur die Beschriftung der KO-Achsen �SCL YMAXSCL ZMIN -1 LE Zmin f�ur die Beschriftung der KO-Achsen �SCL ZMAXSCL XMAX 20 LE Xmax f�ur die Beschriftung der KO-Achsen �SCL XMINSCL YMAX 20 LE Ymax f�ur die Beschriftung der KO-Achsen �SCL YMINSCL ZMAX 20 LE Zmax f�ur die Beschriftung der KO-Achsen �SCL ZMINX ANGLE 0 rad Drehung des KOS um die X-Achse bei derDarstellung 0 { 2�Y ANGLE 0 rad Drehung des KOS um die Y-Achse bei derDarstellung 0 { 2�Z ANGLE 0 rad Drehung des KOS um die Z-Achse bei derDarstellung 0 { 2�X ROTSPEED 0 rads Winkelgeschw. des KOS um die X-Achse beider Darstellung �0Y ROTSPEED 0 rads Winkelgeschw. des KOS um die Y-Achse beider Darstellung �0Z ROTSPEED 0 rads Winkelgeschw. des KOS um die Z-Achse beider Darstellung �0PLOTTYPE 0 0=ALL alle Linien werden gezeigt 0 { 21=HID Hidden Line Algorithmus2=MIX verdeckte LinienZul�assige Variablen im GLOBAL{BereichBBOX 1 1= Ellipsoid Methode f�ur BB 0,10= Min-Max Methode f�ur BBRAND SEED 4711 Seed f�ur den ZufallszahlengeneratorTIME START 0:0 s Beginn der ZeitmessungTIME ENDE 0:0 s Ende der ZeitmessungTIME STEP 0:1 s Schrittweite der ZeitmessungMESS TIMES 1 Zeitschritte zwischen zwei Messungen0 = Nur Messung der Anfangskon�guration< 0 = Keine MessungMESS TIMES 1 Zeitschritte zwischen zwei Bildschirmupdates0 = Nur Darstellung der Anfangskon�gu-ration Fortsetzung auf der n�achsten Seite



75Fortsetzung der letzten SeiteName Std. Eh. Erkl�arung zul�assig< 0 = Keine MessungSAND X0 0 LE X-Koordinate der l.u. Ecke des SandquadersSAND Y0 0 LE Y-Koordinate der l.u. Ecke des SandquadersSAND Z0 0 LE Z-Koordinate der l.u. Ecke des SandquadersSAND XSIZE 10 LE Breite des SandquadersSAND YSIZE 10 LE Tiefe des SandquadersSAND ZSIZE 10 LE H�ohe des SandquadersSAND A LEN 1 LE L�ange der 1. Halbachse des EllipsoidsSAND B LEN 1 LE L�ange der 1. Halbachse des EllipsoidsSAND C LEN 1 LE L�ange der 1. Halbachse des EllipsoidsSAND DIST 2 LE Abst�ande der Sandk�orner zu BeginnZul�assige Variablen im GEOMETRY{BereichRHO 1 kgmm2 Dichte des Wandst�uckesVIS TRIS ntri Zahl der Dreiecke, die sichtbar sind 0 { ntriTabelle D.1: Befehlsworte in der Enviroment-Datei. Mit diesen Parametern kanndas gesamte Programm gesteuert werden. Es k�onnen die verschiedenenDarstellungen gew�ahlt und die Konstanten festgelegt festgelegt werden,ohne da� eine Neucompilieren notwendig ist.
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Anhang EVerschiedenesE.1 O-TerminologieO ist das Landausche Gr�o�enordnungssymbol, das bedeutet, da� nur die h�ochstePotenz angegeben wird, von der eine Funktion abh�angig ist, nicht die niedrigerenPotenzen oder Vorfaktoren. O besagt dann, da� Terme niedrigerer Ordnung ver-nachl�assigt werden. l ist im folgenden die Systemgr�o�e.Rechenregeln: O(lm + ln) = O(lmax(m;n))O(lm) � O(ln) = O(lm+n)O(lm + const) = O(lm)) (E.1)Vorsicht: Die Aussagen der Big-O-Terminologie gelten nur f�ur die Gr�o�enordnung,nicht f�ur die absolute Rechenzeit. Bestimmend ist oft der Vorfaktor. Dadurch kannmanchmal die Verwendung von "theoretisch\ ung�unstigeren Algorithmen zu schnellerenProgrammen f�uhren, wenn l klein ist.E.2 Programme f�ur MAPLEDer folgende Code berechnet die maximale Ausdehnung eines Ellipsoids in Richtungder Koordinatenachsen.> # MAPLE-Programm zur Berechnung der Minima und Maxima eines Ellipsoids> # in Bezug auf die Koordinatenachsen> restart;> with(plots):with(linalg):with(plots):> # Variablendeklarationen> loes:=vector(6):erg:=vector(6):gl:=vector[6]:> n1:='n1':n2:='n2':n3:='n3':n4:='n4':n5:='n5':n6:='n6':



78 ANHANG E. VERSCHIEDENES> xs:=vector(3):x:=vector(3):ri:=matrix(3,3):r:=matrix(3,3):> ri:=transpose(r):> # Antisymmetrie der Rotationsmatrix> ri[1,2]:=-ri[2,1]:ri[1,3]:=-ri[3,1]:ri[3,2]:=-ri[2,3]:> # Transformiertes Ellipsoid> xs:=multiply(ri,x):> gl:=xs[1]**2/a**2+xs[2]**2/b**2+xs[3]**2/c**2;> gl:=expand(gl,{x[1],x[2],x[3]}):> glx:=n1*x[1]*x[2]+n2*x[1]*x[3]+n3*x[2]*x[3]+n4*x[1]^2+n5*x[2]^2+n6*x[3]^2;> # Vereinfachung und Bestimmung von n1,...,n6> match(gl=glx,{x[1],x[2],x[3]},'lsg'):> # Aufl�osen der Ellipsoid-Gleichung nach X,Y,Z> glx1:=solve(glx=1,x[1]):> glx2:=solve(glx=1,x[2]):> glx3:=solve(glx=1,x[3]):> # Bestimmung der Gleichungssysteme f�ur die Maximalwerte> glsysx11:={simplify(diff(glx1[1],x[2]))=0,simplify(diff(glx1[1],x[3]))=0}:> glsysx12:={simplify(diff(glx1[2],x[2]))=0,simplify(diff(glx1[2],x[3]))=0}:> glsysx21:={simplify(diff(glx2[1],x[1]))=0,simplify(diff(glx2[1],x[3]))=0}:> glsysx22:={simplify(diff(glx2[2],x[1]))=0,simplify(diff(glx2[2],x[3]))=0}:> glsysx31:={simplify(diff(glx3[1],x[1]))=0,simplify(diff(glx3[1],x[2]))=0}:> glsysx32:={simplify(diff(glx3[2],x[1]))=0,simplify(diff(glx3[2],x[2]))=0}:> # Bestimmung der L�osungen der obengenannten Gleichungssysteme> loes[1]:=solve(glsysx11,{x[2],x[3]}):> loes[2]:=solve(glsysx12,{x[2],x[3]}):> loes[3]:=solve(glsysx21,{x[1],x[3]}):> loes[4]:=solve(glsysx22,{x[1],x[3]}):> loes[5]:=solve(glsysx31,{x[1],x[2]}):> loes[6]:=solve(glsysx32,{x[1],x[2]}):> # Ersetzten der Abk�urzungen n1,...,n6> assign(lsg);> x:=vector(3):assign(loes[1]):erg[1]:=(simplify(glx1[1])):> x:=vector(3):assign(loes[2]):erg[2]:=(simplify(glx1[2])):> x:=vector(3):assign(loes[3]):erg[3]:=(simplify(glx2[1])):> x:=vector(3):assign(loes[4]):erg[4]:=(simplify(glx2[2])):> x:=vector(3):assign(loes[5]):erg[5]:=(simplify(glx3[1])):> x:=vector(3):assign(loes[6]):erg[6]:=(simplify(glx3[2])):> # Generierung des FORTRAN- Programms> fortran(erg,optimized,mode=double);> # PROGRAMMENDEMit dem folgenden Programm berechnet Maple Volumen, Schwerpunkt und Tr�agheits-tensor einer Pyramide, die die Bedingungen aus Gleichung 3.3 entspricht. Au�erdemwird die Rotationsmatrix 3.5 bestimmt.> with(linalg):> # Deklarationen



E.2. PROGRAMME F�UR MAPLE 79> r:=['x','y','z']:> sp:=vector(3):> jx:=matrix([[y*y+z*z,-x*y,-x*z],[-x*y,z*z+x*x,-y*z],[-x*z,-y*z,x*x+y*y]]):> a:='a':b:='b':c:='c':d:='d':> tmp:=(y-d*x/a)*c/(b-d):> # Volumen (Massen) Berechnung> simplify(int(int(int(1,z=0..c*y/b),y=0..b*x/a),x=0..a)):> mass:=simplify("+int(int(int(1,z=0..tmp),y=b/a*x..d/a*x),x=0..a));> # Schwerpunkt> erg1:=map(va->int(int(int(va,z=0..c*y/b),y=0..b*x/a),x=0..a),r):> erg2:=map(va->int(int(int(va,z=0..tmp),y=b/a*x..d/a*x),x=0..a),r):> for i from 1 to 3 do sp[i]:=simplify((erg1[i]+erg2[i])/(mass1+mass2)) od;> mat_j:=matrix(3,3):> vorfaktor:=1/60*c*a*d:> for i from 1 to 3 do> for j from 1 to 3 do> int(int(int(jx[i,j],z=0..tmp),y=b/a*x..d/a*x),x=0..a) ;> mat_j[i,j]:="+int(int(int(jx[i,j],z=0..c*y/b),y=0..b*x/a),x=0..a);> mat_j[i,j]:=simplify(evalm(mat_j[i,j]/vorfaktor));> od;> od;> vorfaktor*evalm(mat_j);> # Rotationsmatrix berechnen> # Bestimmung der Koordinatenachsen> # E_1{(D_i)}> x1_vec:=vector([x1,y1,z1]):> x2_vec:=vector([x2,y2,z2]):> # L_i> xp_vec:=vector([xp,yp,zp]):> koor1[1]:=vector([1,0,0]):> koor1[2]:=vector([0,1,0]):> koor1[3]:=vector([0,0,1]):> koor2[1]:=evalm(xp_vec):> koor2[2]:=evalm(x1_vec-xp_vec):> koor2[3]:=evalm(crossprod(xp_vec,(x1_vec-xp_vec))):> t:=matrix(3,3):> for i from 1 to 3 do> for j from 1 to 3 do> t[i,j]:=cos(angle(koor1[i],koor2[j])):> od;> od;> print(t);> # PROGRAMMENDE



80 ANHANG E. VERSCHIEDENESE.3 FORTRAN 90In diesem Anschnitt sollen nur kurz die wichtigsten Neuheiten von FORTRAN 90 dar-stellen, um einem FORTRAN-Programmierer das Studium des Quellcodes zu erleich-tern. Au��allig ist als erstes, da� die Variablennamen keiner L�angenbeschr�ankung mehrunterliegen. Es auch k�onnen Kommentare in einer Programmzeile stehen, alles nacheinem Ausrufezeichen wird vom Compiler nicht mehr ausgewertet.c Deklaration eines Feldes. "::" trennt die Variablen von der Deklarationreal,dimension(100,3) :: SCHWERPUNKTE ! SchwerpunktskoordinatenDes weiteren beherrscht FORTRAN 90 nun auch Strukturen wie in C. Damit sind dannsehr viel �ubersichtlichere Programme m�oglich.c Deklaration einer Struktur mit dem Namen "BEISPIEL"c Variablen- und Strukturnamen werden hier GROSSGESCHRIEBEN, obwohlc FORTRAN 90 nicht case-sensitiv ist.type (BEISPIEL)integer :: VARIABLE1type (UNTERSTRUKTUR) :: STRUKTURend type ! Ende der Typendeklarationc Deklaration einer Struktur mit dem Name "UNTERSTRUKTUR"type (UNTERSTRUKTUR)integer,dimension(3) :: VEKTORend typetype (beispiel) :: DUMMYc mit % kann auf Elemente von Strukturen zugegriffen werdenDUMMY%VARIABLE1 = 1c Durch Kombination von mehreren % ist auch Zugriffc auf Strukturen in Strukturen m�oglichDUMMY%STRUKTUR%VEKTOR = (/1.0,0.0,0.0/)call unterprogramm(DUMMY)c Definition eines Unterprogrammssubroutine unterprogramm(PARAMETER1)type (beispiel) :: PARAMETER1c Ausgabe aller Element 1 bis 100 (1:100)write (*,*) 3*PARAMETER1%FELD1(1:100)end subroutineDie wichtigste Neuerung sind Pointer, damit lassen sich dynamische verkettete Listenerzeugen. Ziele von Pointern m�ussen mit dem Kennwort target deklariert werden.integer, pointer :: PTR ! Ein Pointerinteger,target :: VARIABLE ! Eine VariablePTR => VARIABLE ! Zuweisung der Adresse von "variable"PTR = 42 ! Zuweisung an die Adresse in "ptr"write (*,*) 'The answer is ',VARIABLE,'.' ! Gibt 42 aus
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