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Entgegenkommen

Die ewig Unentwegten und Naiven
Ertragen freilich unsre Zweifel nicht.

Flach sei die Welt, erkliren sie uns schlicht,
Und Faselet die Sage von den Tiefen.

Denn sollt es wirklich andre Dimensionen

Als die zwei guten, altvertrauten geben,

Wie kénnte da ein Mensch noch sicher wohnen,
Wie konnte da ein Mensch noch sorglos leben?

Um also Frieden zu erreichen,
So lafit uns eine Dimension denn streichen!

Denn sind die Unentwegten wirklich ehrlich,
Und ist das Tiefensehen so gefihriich,

Dann ist die dritte Dimension entbehrlich.

Magister Ludi Josef Knecht
aus ,,Das Glasperlenspiel von H.Hesse
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Allgemeines

Sand ist eines der am wenigsten beachteten, aber fast allgegenwértigen Dinge unserer
Umwelt. Auch in der Physik ist ,einfacher* Sand, oder genauer sind ,granulare Me-
dien“ ein noch wenig untersuchtes Gebiet. Daf} dies so ist, liegt an der Komplexitit,
die in der scheinbaren ,Einfachheit® verborgen ist. Eine analytische Losung verbietet
sich von selbst, denn die Art der Wechselwirkung, Reibungsprozesse und Teilchenzahl
bilden ein uniiberwindliches Hindernis. Aber auch die statistische Physik bietet noch
keine Erklarungsmodelle fiir einen Sandhaufen. Somit besteht heute das Wissen {iber
granulare Medien fast ausschlieBlich in Erfahrungswerten von Ingenieuren die Schiitt-
winkel und Raumausfiillung kennen. Man kennt zwar Phianomene wie die Prozesse in
Halden, FluBiverhalten, Raumausfiillung, das Verhalten unter Vibration, Lawinen und
viele andere, genaues Wissen tiber sie gibt es aber nicht.

Durch das Aufkommen von digitalen Rechenanlagen wurde es méglich, die Natur zu
simulieren. Allerding war die Rechenleistung bis vor wenigen Jahren zu gering, um in
einem verniinftigen Rahmen die genaue Untersuchung granularer Medien zu ermégli-
chen. Um Rechenzeit zu sparen, und trotzdem eine akzeptable Zahl von Sandkérnern
zu simulieren, war man gezwungen, drastische Vereinfachungen hinzunehmen. So wird
fast immer in zwei Dimensionen gearbeitet und zum Teil sogar die freie Bewegung
durch eine Bewegung auf einem Gitter eingeschrénkt.

Da die zeitintensivste Berechnung normalerweise die der Kollision der Partikel ist,
wurde auch deren Form vereinfacht. Meist wird im 2-dimensionalen mit Kreisen, in-
zwischen aber auch mit Polyedern gearbeitet. Im Bereich der 3-dimensionalen Simula-
tionen sind bisher fast nur Kugeln oder Ellipsoide verwendet worden.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Grundlagen fiir eine realistischere Simulation in drei Di-
mensionen zu finden.

Es wurde eine dreidimensionale Simulation mit konvexe Polyeder moglichst hoher
Flachenzahl angestrebt. FEine steigende Partikelzahl soll die Simulation nicht nach-
teilig beeinflussen, das Laufzeitverhalten soll linear sein. Spétere Erweiterungen in
Richtung Parallelitét o.d. sollen moglich sein. Daraus ergeben sich Probleme verschie-
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denster Art. Allgemeine Algorithmen fiir die Berechnung der wichtigsten Gréflen wie
Volumen, Schwerpunkt und Trégheitstensor fiir unregelméfige Polyeder miissen ent-
wickelt werden. Die numerischen Fehler bei der Beschreibung der Rotation mit Matri-
zen miissen umgangen werden. Das Hauptproblem stellt die Kollisionsdetektion dar,
da hier bei bisherigen Simulationen die meiste Rechenzeit verschenkt wurde.

1.2 Aufgaben der Simulation

Granulare Medien zeigen eine groflie Bandbreite von Eigenschaften, die sich vielfaltig
von denen anderer Materialien unterscheiden. Eine genaue Zuordnung zu Festkérpern
oder Fliissigkeiten ist nicht sinnvoll. Die wichtigsten dieser Eigenschaften und einige
Simulationsergebnissen sollen vorgestellt werden.

1.2.1 Schiittwinkel (Angle of Repose)

Im Gegensatz zu Fliissigkeiten ist die Oberflache granularer Medien nicht eben, sondern
es kénnen sich verschiedene Strukturen ausbilden. Dies kommt daher, daf sich bis zum
einem bestimmten Winkel ©,, die einzelnen Korner stabil anordnen kénnen. Der zwelte
wichtige Winkel ©, heifit Schiittwinkel oder genauer ,angle of repose®. Er beschreibt,
unter welchem Winkel ein Sandhaufen zur Ruhe kommt. Die Winkel an der Oberflache
eines Sandhaufens liegen dann immer zwischen 0,, und O,.

Abbildung 1.1: Die Oberfliche eines Sandhaufens. Die Winkel ©, und 0,, sind ein-
gezeichnet, der gemessene Winkel O wird tiber die lokale Ableitung
bestimmt und liegt zwischen ©, und Q,,.
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Kin. En.  .3246E+01
Pot. En. .1324E+05 Vnox) 21886402
Tot. En.  [1324E+05 Wve) 1362E+02

Abbildung 1.2: Zweidimensionale Simulation zu Bestimmung von ©,. Die Trommel
dreht sich im Uhrzeigersinn.

Eine Moglichkeit, diesen Winkel zu bestimmen ist es, Sand in ein Gefdfl zu fiillen
und dann eine Seitenwand zu entfernen. Ebenso ist es moglich, den Sand in einer
rotierenden Trommel wie in Abbildung 1.2 anzusammeln und dann den Winkel zu
messen.

Um 0O, zu bestimmen, 148t man Sandkorner auf einen Haufen fallen, und zwar wird
immer dann ein Sandkorn eingefiigt, wenn die Maximalgeschwindigkeit der Sandkérner
unter eine gewisse Grenze fallt; man hélt also den Sandhaufen immer am Abrutschen
und fiillt entsprechend nach.

Gerade die Bestimmung von 0, ist eine der wichtigsten Priifsteine fiir eine Simulation.
Der theoretische Zusammenhang zwischen dem Koeffizienten der Haftreibung g und
0, ist durch g = tan O, gegeben.

1.2.2 Verhalten beil Vibration

In einer oben offenen Schachtel werden die Sandkérner plaziert. Der Boden der Schach-
tel vibriert, dafl heifit die Z-Koordinate wird durch

z(t) = A-sin(27 ft) (1.1)

bestimmt. Hierbei ist dann die Dichte in den verschiedenen Schichten interessant. Im
Experiment wurde in den oberen Schichten von Clément et al. [CR90] eine ,fluidized
state beobachtet, dies allerdings am quasi-zweidimensionalen Modell von 300 Stahl-
scheiben. In den unteren Teilen hingegen waren die Sandkérner in ihrer Bewegung
auf einen kleinen Bereich beschréankt. Ebenso kénnen Konvektionszellen beobachtet
werden, wenn man die Amplitude A des Bodens von der z-Koordinate abhdngig macht
oder indem nicht das ganze Gefa vibriert, sondern nur der Boden als eine Art Kolben
arbeitet.

Ebenfalls interessant sind in diesem Zusammenhang vibrating convoyer belts. Dabei
schwingt dann der Untergrund nicht parallel zur Richtung der Gravitationskraft, son-
dern um einen kleinen Winkel verdreht. Nur granulare Medien lassen sich auf diesen
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Abbildung 1.3: Konvektionszellen in einer Schachtel, die senkrechten Wiande sind
fest, die Vibrationsfrequenz ist f = 20 Hz. (aus [Her94))

yFlieBbandern® beférdern, sie sind in der Pharmazeutischen Industrie sehr verbreitet,
um Pillen zu transportieren. Wenn die Vibrationsfrequenz klein ist, bleiben die Pillen
auf dem Untergrund liegen, und bewegen sich nur auf Ellipsen. Nimmt die Frequenz
zu, wird die Bewegung sinusférmig und bei entsprechend hohen Frequenzen werden
dann die Kurven immer flacher, bis dann ein fast waagrechter Flufl beobachtet werden

kann (siehe Abbildung 1.4).

Abbildung 1.4: Trajektorien der Sandkoérner bei der Simulation eines vibrating con-
voyer belt. Links liegt die Vibrationsfrequenz bei 10 Hz, die Teilchen
bleiben auf dem Band liegen und folgen dessen elliptischer Bewegung.
Rechts schwingt die Grundplatte mit 80 Hz, die Partikel bewegen sich
fast waagrecht vorwarts.

Betrachtet man Studentenfutter als granulares Medium, dann stellt sich gelegentlich
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die Frage: Warum liegt die Paranuf$ immer oben?

Wenn ein Gemisch aus unterschiedlich groflen Partikeln gleicher Dichte geschiittelt
wird, dann wandern die groflen Partikel langsam nach oben. Dieser interessante Effekt
heiflt size segregation. Als moégliches Erkarungsmodell kann man die Konvektionszellen
betrachten, liegt namlich ein grofles Partikel an der Oberflache, dann bené&tigt es deut-
lich langer, wieder an Rand der Konvektionszelle zu kommen und dort unterzutauchen.
Fir die Simulation der Vibration sind die wichtigen Untersuchungsparameter dann
das Grolenverhéltnis der Partikel und die Frequenz und Amplitude der Vibration. Die
interessanten Groflen sind dann die Art und Form der Konvektionszellen, die Bewegung
der ,groflen” Teilchen und anderes.

1.2.3 Fluf3 durch einen Trichter oder eine Rohre

10000 gv—v-rr

1000

-
- [+
o E-3

T

Power (arb. units)

0.1 1 10 100

Frequency (Hz)

Abbildung 1.5: Doppellogarithmischer Plot der Kraft zwischen Sandkorn und Wand
gegen die Frequenz. Die obere Kurve wurde bei durchflieBendem
Sand aufgenommen, sie zeigt iber zwei Zehnerpotenzen hinweg linea-
res Verhalten. Die untere Kurve zeigt das Rauschen der Versuchs-
apperatur, der Trichter war befiillt, aber unten verschlossen.(nach

[BB93)).

Der Flufl granularer Medien ist ein interessantes Gebiet, obwohl dies auf den ersten
Blick nicht so scheint. So ist es z.B. moglich, dafl Silos nach Jahren plétzlich durch
Schockwellen im Inneren zusammenbrechen [Her94]. Als néchstes stellt sich die Frage,
warum ein Trichter verstopfen kann, obwohl seine Austrittséffnung gréfler ist als die
durchflieBenden Partikel?

Beim Durchflufl durch eine Réhre oder einen Trichter kann man Schwankungen der
Dichte entlang der Flufirichtung beobachten, die iiber lange Zeit hinweg stabil bleiben.
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Untersucht man den zeitlichen Verlauf der Kraft, die aut die Wéande wirkt, zeigt sich

wie in Abbildung 1.5 im Spektrum der Kraft ein typisches fia Verhalten. Erst bei sehr

steilen Wianden eines Trichters geht das Spektrum in ein weifles Rauschen tiber.

1.2.4 Die vorliegende Arbeit

In der vorliegenden Arbeit werden die Grundlagen fiir eine dreidimensionale Simulation
untersucht. Durch die Analyse der existierenden Arbeiten konnten die ,,Schwachstellen®
bisheriger Algorithmen festgestellt werden. Es wurde nun versucht, Alternativen zu
erarbeiten, die diese Einschrankungen tiberwinden.

Bei der Darstellung von Rotationen wurden Rotationsmatrizen durch Quaternionen
ersetzt. Diese bieten ein deutlich stabileres numerisches Verhalten.

Die Koérper der Simulation werden durch konvexe Polyeder dargestellt. Es mufiten Ver-
fahren entwickelt werden, mit denen es moglich ist, Masse, Schwerpunkt und Tragheits-
tensor eines unregelméafigen Korpers explizit zu berechnen.

Als Hauptproblem gilt bei Simulationen immer der hohe Zeitbedarf. Es zeigt sich aller-
dings, daf} in den meisten bisherigen Arbeiten fiir die Kollisionsdetektion Algorithmen
verwendet werden, deren Zeitbedarf mit O(n*) geht. Das Hauptgewicht der Arbeit
lag darauf, dieses Problem zu umgehen. Es konnten Algorithmen aus den Bereichen
der Computational-Geometry und der Virtual-Reality in die Physik {ibertragen wer-
den. Mit diesen Algorithmen ist es moglich, die Kollision aller Sandkérner mit O(n)
zu finden, wobei das einzelne Sandkorn beliebig komplex sein kann.

Noch nicht behandelt wurde die Berechnung der Kraft zwischen zwei kollidierenden
Partikeln und deren Haft- und Gleitreibung. Die Berechnung der Kraft soll aus dem
Overlap der zwei Polyeder erfolgen. Dazu soll noch ein Algorithmus entwickelt werden,
der bei kleinen Findringtiefen mit Hilfe der Graphentheorie sehr schnell Ergebnisse
liefert.



Kapitel 2

Mechanik starrer Korper

2.1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen dargestellt, die bendtigt wer-
den, um die Bewegung eines starren Korpers unter dem Einflufl von Kraft und Dreh-
moment zu beschreiben.

Es wird, wie in der theoretischen Physik {iblich, zwischen einen ortsfesten Koordina-
tensystem K und einem fiir jedes Sandkorn S, individuellen, Koordinatensystem K,
unterschieden. Im weiteren wird statt K, nur K geschrieben. Es wird vorrausgesetzt,
dafB alle Formeln in gleicher Weise fiir jedes Partikel gelten.

1. Das ,raumfeste* Koordinatensystem K ist fiir alle Kérper identisch, es ist ein
Inertialsystem.

2. Das ,korperfeste® Koordinatensystem K ist mit dem Korper fest verbunden, es
ist kein Inertialsystem. Es wird so gewéahlt, dafl

/d3:1; xo(x) =0 (2.1)

gilt. Somit liegt der Schwerpunkt im Ursprung von K.

Die Bewegung eines starren Korpers besteht dann aus einer Translation des Schwer-
punktes und einer Rotation um den Koordinatenursprung von K . Die Winkelge-
schwindikeit w(t) der Rotation ist parallel zur momentanen Drehachse, diese geht in
K durch (0,0,0).

Durch drei kérperteste Punkte ry,ry,r3, die nicht auf einer Geraden liegen, ist die
Orientierung eines Korpers fest vorgegeben. Somit kann der Kérper bei homogener
Verformung maximal neun Freiheitsgrade haben, diese sind drei Translations-, drei
Rotations— und drei Deformationsfreiheitsgrade. Da auflerdem der Abstand zwischen
den Punkten fest ist

|ty — 1y, | = const  |r; —rs, | =const  |ry — r3, | = const, (2.2)
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entféllt natiirlich die Deformation. Der Lage des Koérper ist also durch die Koordi-
naten des Schwerpunktes in K sowie die Richtung der Drehachse und die Gréfle des
Drehwinkels vollsténdig beschrieben.

Damit ist die Geschwindigkeit v eines korperfesten Punktes im Inertialsystem durch

V=Vo+wXX (2.3)
mit
vo = Geschwindigkeit des Koordinatenursprungs von K in K
w = Winkelgeschwindigkeit im Inertialsystem (2.4)
x = Ortsvektor des Punktes in K
gegeben.
Fiir die kinetische Energie gilt
1 3
T = 5 d’z o(x)(vo + w X X)
1
= §v(2) /d3:1; o(x) +(v, X w)/d?’:z; xo(x) + (2.5)
—_— —_— )
Gesamtmasse M =0

1
+ 5 / 4’z p(z)w" [x%6, — x,2,] WY

Man kann die kinetische Fnergie also zerlegen in T},.,,; = %MV(Q) und T,y = Ltwlw,

2
dabei ist I der durch

](My) = /d3x Q(l‘) |:X25My — J}Ml'l,] (26)

gegebene Trigheitstensor®.
Der Drehimpuls kann in den Drehimpuls des Schwerpunktes und den relativen Drehim-
puls zerlegt werden. Nur der Schwerpunktsanteil ist dabei von der Wahl des raumfesten

Koordinatensystem K abhéngig. Der Relativdrehimpuls ist durch

L= /d3:1; o(x)x X X (2.7)

gegeben. Nach 2.3 ist x = w X x, somit gilt

L= /d3:1; o(x)x X (w X x) = /d3:1; o(z) [Xw — (x - w)x]| = Iw (2.8)

Man kann dann auch 7, = %wIw schreiben.

Fiir die Berechnung der allgemeinen Bewegung starrer Kérper werden zwei Vektorglei-
chungen benétigt, mit denen man die Schwerpunktsbewegung und die Drehung um den
Schwerpunkt beschreiben kann.

!Zur numerischen Berechnung: siehe Kapitel 3.5
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2.2 Die Bewegungsgleichungen

Zuerst soll die Bewegung des Schwerpunktes betrachtet werden. Da das Integral iiber
die Krafte zwischen den differentiellen Massenelementen = 0 ist, bewegt sich der
Schwerpunkt so, als ob die gesamte Masse M des starren Korpers in ihm vereinigt
ware und die resultierende Kraft F,., = EZZI F, aller duleren Krifte an thm angrei-
fen wiirde. Bezeichnet man p = Mx als den Gesamtimpuls, dann gilt

d Fres

E p= FTes oder x = i . (29)
Nach dem Drehimpulssatz
d
—L=D 2.10
n (2.10)

ist die zeitliche Anderung des Drehimpulses gleich dem resultierenden &uferen Dreh-
moment. Dabei bezieht man sich auf das kérperfeste Koordinatensystem K . In der
Darstellung des starren Kérpers als N Massenpunkte ist dabei

N
L= Z miz x &0
=1

N G (2.11)
D=3 0 x k"
=1

Fiir die Darstellung der zeitlichen Anderung von L ist die Eulersche Gleichung hilf-
reich:

L=1Iw+(wxIw); (2.12)

dabei beziehen sich alle Groflen auf das kérperfeste Koordinatensystem.

2.3 Quaternionen als Ersatz fiir Rotationsmatrizen

2.3.1 Die Nachteile von Rotationsmatrizen in der Simulation

Der in der theoretischen Physik iibliche Ansatz, Rotationen mit Hilfe von Rotationsma-
trizen R darzustellen, ist im Bereich der numerischen Simulationen nicht vorteilhaft:
Durch die iterativen Losungsmethoden fiir die Gleichung

R(1) = f(R(1) (2.13)

und die dabei auftretenden numerischen Fehler entsteht ein ,numerical drift* [Bar93].
Dabei werden kleine Fehler iiber viele Zeitschritte aufsummiert und fithren dann zu
dem beschriebenen Verhalten.



10 KAPITEL 2. MECHANIK STARRER KORPER

Abbildung 2.1: Deformation eines rotierenden Tetraeders

Um dies darzustellen, wurde ein regelméfiges Tetraeder simuliert, das sich um eine
Achse dreht, die durch eine Ecke verlauft und senkrecht auf der gegeniiberliegenden
Flache steht. Es wirkten keine externen Drehmomente oder Krafte auf diesen Kérper.
Vier verschiedene Zeitschritte (0.1s, 0.01s, 0.001s, und 0.0001s) wurden berechnet
und ausgewertet. In den Abbildungen 2.2, 2.3 und 2.4 ist jeweils der Abstand einer
oder mehrerer Ecken eines Tetraeders zu dessen Schwerpunkt aufgetragen. So trat bei
einer Schrittweite von 0.1s nach einer Simulationszeit von > 1.5s eine Groflendnderung
um den Faktor 10'?° auf?® (sieche Abbildung 2.4). Abbildung 2.2 zeigt, daB auch in
realistischeren Féllen mit deutlich kleineren Zeitschritten eine stetige Vergréflerung
des Korpers beobachtet werden kann. Doch auch hier tritt, wie man in Abbildung
2.3 detailliert sieht, nach einiger Zeit, abhangig von der Schrittweite, eine ,numerische
Katastrophe® ein. Das Problem ist aber nicht durch eine Skalierung zu l6sen, wie am
Graphen 2.3 zu erkennen ist. Man sieht, dafl hier drei Ecken des Tetraeders schneller
nach auflen abwandern als die vierte Ecke, durch die die Rotationsachse verlduft. Diese
Verformung wird in Abbildung 2.1 nochmals schematisch dargestellt.

2.3.2 Quaternionen als Rotation

Als Alternative zu Rotationsmatrizen kann man Rotationen mit QQuaternionen

q= [w ) (:L',y,z)] (2'14)

darstellen. Sie bieten ein deutlich besseres numerisches Verhalten. Quaternionen
kénnen auf verschiedene dquivalente Weise definiert werden. Es ist inzwischen? iiblich,
die Zahlen z,y, z als Vektor zu bezeichnen, und w als Skalar. Die Verkniipfungen zwi-
schen Quaternionen kénnen dann auf der Basis von Skalar- und Kreuzprodukt definiert
werden. Die Definitionen fiir Quaternionen, den Beweis fiir die Aquivalenz von Qua-
ternionen und Matrizen im Hinblick auf die Rotation, die Bestimmung von R aus q
und umgekehrt, sowie einige niitzliche Formeln finden sich im Anhang A.

’Dieses Verhalten ist sicherlich auf die Wahl der extrem grofen Zeitschritte von 0.1s zuriick-
zufiithren, doch soll diese Simulation nur die Gefahr aufzeigen, die Rotationsmatrizen darstellen
konnen.

3Urspriinglich wurden sie von Hamilton als erweiterte komplexe Zahlen in der Form w-+ix +jy+kz,
definiert, wobei i = j? = k? = —1, ij = k = —ji mit w, z,y, z € R gilt.
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Abbildung 2.2: Abstdnde einer Ecke zum Schwerpunkt des Tetraeders bei verschie-
denen Zeitschritten
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Abbildung 2.3: Detailansicht des ,numerical drift“ bei einer Schrittweite von 0.001s
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Abbildung 2.4: Abstinde einer Ecke eines rotierenden Tetraeders bei 0.1 s Zeit-
schritt. Durch das Aufsummieren der Fehler in der Rotationsmatrix
nimmt die GroBe des Tetraeders mit dem Faktor 1029 zu.

2.3.3 Zeitableitung von Quaternionen

Ziel dieser Rechnung ist es, eine Differentialgleichung fiir q zu erhalten, aus der sich
wahrend der Simulation dann die Orientierung im Raum bestimmen 1&8t.

Die Winkelgeschwindigkeit w(t) gibt bekanntlich an, daf ein Kérper um die w(t)-Achse
mit |w(?)| rotiert. Wenn man nun von einem Koérper mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit w ausgeht, dann wird die Rotation des Kérpers nach einem kurzen Zeitintervall
At durch das Quaternion

UGN EGE
> T )]
beschrieben. Nun soll ¢(¢) zu einem beliebigen Zeitpunkt g bestimmt werden. Zum
Zeitpunkt to + At . wobei At klein gewdhlt wird, kann dann die Orientierung des
Korpers dadurch gendhert werden, dafl man zuerst eine Rotation mit q(#o)ausfiihrt.
Dann wird mit w(ty) iiber den Zeitraum A? um die Achse |$8| gedreht. Durch die
Kombination der beiden Drehungen ergibt sich
WOl AL w(B] At w(l)
o an B ] e
und mit der Substitution ¢ = to + At,bzw. At =1 — {5 dann
w()|(t—1 w()|(t—1) wit
q(t) = [Cos lw(®)] (¢ ~to) ”g ) i 91 ”g o) |w8|] qlto)- (2.17)

] (siehe Anhang A) (2.15)

q(to + At) = |:COS (2.16)




2.3. QUATERNIONEN ALS ERSATZ FUR ROTATIONSMATRIZEN 13

, sin [ zur Zeit t =ty betrachtet werden.

Nun wird Formel 2.17 zum ZeitTunkt to abgeleitet. Da q(to) konstant ist, mufl nur
cos

| (®)I(t—t0) O(t=to) w(?)
2 2 le ()]

d Jw@lt=t) _|w@®] . W[ -t) ||

— COS = — sin = — sin() =0
dt 2 2 2 2 (2.18)
d @t —to) _ Jw®)] et =t) _ w®)] o lw)]
sin = Cos = =
dt 2 2 2 2

Somit ergibt sich

: d lw@[(t—to) . |w(®)[(t 1) w(i)
q(t) o <|:COS 5 , sin 5 |w(t)|} q(t0)>
4 ([ el—t) el =t el
T di ( 2 ’ 2 Iw(t)ID alto) (2.19)
U
L win]] T
~ Lo wtto)atto

Der Term [0, w(t)] q(to) wird nach Anhang A mit [w(to)q(to)] abgekiirzt?, der letzte
Term kann dann als

[w(t)q(t)] (2.20)

geschrieben werden.
Nun muf} q bestimmt werden.

1, . (2.21)

5

qwzl(wwqm+—ww-wwmmo (2.22)

Die Zeitableitung w(t) ergibt sich aus der Eulerschen Gleichung

L=1Iw+ (w xIw), (2.23)

“Bei unvorsichtiger Rechnung kann diese Abkiirzung zur Verwechslung von Quaternion [w(t) , 0]
und w(?) fithren, stellt aber sonst kein Problem dar.

> Vorsicht! w(t) - [w(t), q(t)] darf nicht als w(t)?q(t) geschrieben werden, da [w(t), q(t)] ein
Quaternion darstellt. Es ware moglich, zuerst [w(?), 0]-[w(t) , 0] zu berechnen, das Ergebnis ist aber
ein Quaternion und kein Vektor € R3,
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mit L = D folgt
() = (1) (D) + (It o(t) x w(t))). (2.24)
Lost man Formel 2.20 nach w auf®

wl(t) = 0, w()] = 24()q’(1). (2.25)

und setzt in 2.24 ein, dann erhdlt man

w(t) =17'(1) (D(1) + 4(I(t)a(t)a™(t) x 4(t)q"(t))). (2.26)

Durch Einsetzen der Gleichungen 2.25 und 2.26 in 2.22 ergibt sich

(1) =5 | | (@710 (D) + 4I0a(t)a™(t) x at)a*())) alt) | +

w(t)

(2.27)

> [2a0a (1) |2a()q° (1) (1)

w(t) w(t)

Da I(t) und I7'(¢) noch von q abhingig sind, werden diese auf die Trégheitstensoren
im Koordinatensystem K umgeformt. Dabei ist R,(¢) eine Rotationsmatrix, fiir die
fiir beliebige Vektoren x zu einer beliebigen Zeit ¢ gilt™:

R,(1)x=q(t)[0, x]q™(1) = q(t)xq() (2.28)
I(t) = R,(HIR,” (1) (2.29)
I7'(t) = Ry ()T, R, (1) (2.30)

Somit ist R,(¢) nur die Matrixdarstellung fiir die Rotation q(¢)xq*(#).
Insgesamt hat man dann

®Hier und im folgenden wird statt [0 , w] nur w geschrieben.
"Eine direkte Transformation von Matrizen mit Hilfe von Quaternionen konnte nicht gefunden
werden.



Kapitel 3

Simulationsmethoden

Wenn die Geometrie eines Korpers festgelegt ist, miissen verschiedene charakteristi-
sche Gréflen berechnet werden. Zuerst werden der Schwerpunkt und die Masse be-
rechnet. Damit kann durch eine einfache Koordinatenverschiebung der Ursprung des
korperfesten Koordinatensystem K in den Schwerpunkt gelegt und der Trigheitstensor
berechnet werden.

3.1 Die Form der Korper

Die einzelnen Sandkérner der Simulation werden durch konvexe Polyeder dargestellt.
Die Finschriankung auf konvexe Kérper erscheint annehmbar, da es dadurch méoglich
war, Algorithmen mit sehr gutem Zeitverhalten zu verwenden.

4

Abbildung 3.1: Generierung der Kérper. Die Eckpunkte liegen auf einem Ellipsoiden.

Die Oberflichenelemente eines Polyeders sind immer Dreiecke. Da aber die einzel-
nen Dreiecke parallel sein kénnen, ist es moglich beliebig komplexe Polygone als
Oberflichenelemente zu erzeugen. Der Rechenzeitbedart steigt dadurch nicht, da die
verwendeten Algorithmen entweder vollig unabhéngig von der Gestalt des Korpers
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sind, oder aber nur von der Eckenzahl abhdngen. Die Zahl der Ecken des Polyeders
andert sich aber durch die Zerlegung nicht.

Um ,schone” Sandkorner zu erhalten, werden die Polyeder in einen Ellipsoid einge-
paBt, d.h. die Ecken des Polyeders liegen auf der Oberfliche eines Ellipsoiden. Weiter-
hin hat dieses Verfahren den Vorteil, dafl man die Ellipsoid-Methode zu Bestimmung
von Bounding-Boxes verwenden kann (siehe 4.1.3.2). Es ist somit recht einfach zu
bewerkstelligen, dafl man &dhnliche Sandkérner in einer Simulation hat, die Grofie kann
iiber die Halbachsen des Ellipsoid leicht variiert werden und die Ecken werden auf der
Oberfliche leicht verschoben. Die Beschrankung auf die Oberfliche von Ellipsoiden
ist aber nicht sehr ,streng“, da sie nur auf Teilchen zutrifft, die automatisch generiert
werden. Alle Teilchen, die selbst konstruiert werden, unterliegen dieser Beschriankung

nicht.

T

e

o

[
K

i

%
S

1o,
]

Abbildung 3.2: Dargestellt sind verschiedene Partikel mit denen in der Simulation
gearbeitet wurde. Das einfachste Teilchen ist das Tetraeder (rechts).
Der Kompliziertest ist ein 462-flichler (unten).

Im weiteren haben Polyeder also immer die folgenden Eigenschaften:
1. Die Polyeder sind konvex.
2. Die Eckpunkte liegen auf der Oberfliche eines Ellipsoiden.

3. Die Oberflachenelemente sind Dreiecke.
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3.2 Die Zerlegung des Polyeders in geeignete geo-
metrische Objekte

Bei Masse, Schwerpunkt und Trégheitstensor ist es notwendig, ein oder mehrmals iiber
d®r zu integrieren. Die Berechnungen sind erst nach Programmstart moglich, da Ge-
stalt und Grofie der Polyeder nicht von vornherein festgelegt sind. Eine Monte-Carlo-
Simulation nach dem simple-sampling-Schema

fav v (19 [T )

erscheint nicht sinnvoll, da die Bestimmung aller zehn Integrale (Masse, dreimal fiir den
Schwerpunkt und sechsmal fiir den Tragheitstensor!) mit ausreichender Genauigkeit zu
lange dauern wiirde. Es miifite fiir jeden zuféllig gewdhlten Punkt bestimmt werden,
ob er innerhalb oder auflerhalb des Polyeders liegt, dies ist bei hoher Flachenzahl zu
aufwendig.

Die andere naheliegende Moglichkeit wire, da die Polyederecken auf einem Ellipsoid
liegen, einfach die entsprechenden Formeln fiir dieses zu verwenden. Da aber beson-
ders Wert darauf gelegt wurde, keine unnétigen Einschrdnkungen zu machen, sondern
grofitmogliche Realitédtsndhe zu erreichen, wurde diese Nédherung nicht in Betracht ge-
zogen. Stattdessen werden die Polyeder in einzelne Pyramiden mit bestimmter Form
zerlegt, fiir die dann eine analytische Lésung berechnet werden konnte. Diese miissen
dann noch in geeigneter Weise wieder ,,zusammengefiigt* werden.

Das Ziel ist es, Pyramiden mit folgender Gestalt zu erhalten: Wenn Py, Py, P3, Py die
Ecken der Pyramide sind, so miissen sie bei folgenden Koordinaten liegen:

P, = (0,0,0)
Py = (a,0,0)
Ps = (a,d,0) (3.2)
Ps = (a,b,c)

Die Stirnflache durch (P, Ps, Py) ist somit parallel zur Y-Z-Ebene, die Basisflache
(P1, P2, Ps3) liegt in der X-Y-Ebene.

Es sei das Polyeder durch N Dreiecke D;,¢ = 1,... , N begrenzt, die Ecken seinen
E](Di),j = 1,2,3. AuBlerdem liege der Ursprung innerhalb des konvexen Polyeders.
Dann 148t sich das Polyeder P in N Pyramiden P! zerlegen. Dabei ist dann D; die Ba-
sisfliche, der Ursprung die Pyramidenspitze und die Ecken haben dann als Koordinaten

[(0,0,0), B\P), BP9 pPIT

!Fiir den Tragheitstensor miissen nur sechs Elemente unter Ausnutzung der Symetrieeigenschaften
berechnet werden, ansonsten sind neun Integrale notwendig
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P, a X

Abbildung 3.3: Darstellung der Teilpyramide, fiir die der Schwerpunkt und der
Tragheitstensor bestimmt wird. Die Pyramide ist nach 3.2 durch
a, b, c, d bestimmt.

Jede Pyramide P! mufl weiter zerlegt werden. Dazu féllt man das Lot durch den
Ursprung auf die Ebene, in der D; liegt; der Schnittpunkt beider ist L;. Damit sind
dann drei Pyramiden P/, 5 = 1,2,3 pro P/ mit den Eckpunkten

1,77

[(0,0,0), Li, {7, ES], [(0,0,0), Lo, 57, ESP], [(0,0,0), L, B, B

bestimmt. Dabei bildet die Strecke ((0,0,0), L;) mit Li,E{Di), Li,EéDi), Li,E:())Di)
jeweils einen rechten Winkel. Somit kann nun eine Rotationsmatrix R;; berechnet

werden, die P/, so dreht, dafl die Bedingungen aus Formel 3.2 erfiillt sind. Die zu

K3

drehenden Koordinatenachsen sind (siehe Abbildung 3.4):

(3.3)

7 =x' xy'.

<
Il
—o 0O O~ O OO
{<\
Il
524
5
&
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Abbildung 3.4: Nachdem das Polyeder in Pyramiden mit D; als Grundfliche zerlegt
wurde, werden diese noch einmal durch das Lot L; unterteilt. Fiir
die nachfolgende Drehung bildet L; immer die a’-Achse. Die y" und
2" Achse werden dann fiir die drei Teilpyramiden nach Formel 3.3

bestimmdt.

Die Rotationsmatrix ist dann bestimmt durch

cos (<1 (x,x'))

cos (< (y,x"))
cos (<1 (z,x'))

R.; =

cos (< (x,y’)) cos (< (x,2')
cos (< (y,y')) cos(<t(y,z')
cos (<t (z,y")) cos(<t(z,2')

)
) (3.4)
)

Durch Einsetzten und Aufldsen? ergibt sich:

oy B2 L, Liy BP0 L, . B -
Li, EES,")—Li,y Li. Egii)—Li,r Egii)

Rz’,j = | L] \/—2(E§Di)~Li)+‘E§Di) 2-|—|Li|2 \/—(EED”~L¢)2+|L¢|2 ‘EEDi) 2 (3.5)
Li. Eii")—Li,z Lis Eﬁf/)—Li,y Egii)

So 1&ft sich jede Teilpyramide P/ ; so drehen, dal man P ; erhdlt, welche durch die vier
Parameter a, b, ¢,d (wie aus Abb. 3.3 ersichtlich) beschrieben ist und den Bedingungen

2im Anhang E.2 findet sich ein MAPLE 5 Release 3-Programm, das diese Berechnungen ausfiihrt

und passenden Fortran-Code erzeugt.
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3.2 entspricht. Im weiteren werden sich die Berechnungen von Masse, Schwerpunkt
und Trégheitstensor immer auf diese P ; stiitzen.

3.3 Volumen und Masse

Die Masse eines Korpers wird mit

N
Myges = /d3r o(r) bzw. bei Massenpunkten — mg., = ZmZ (3.6)
=1
beschrieben. Da p(r) = const angenommen wird, reicht es, zuerst das Volumen zu

berechnen. Das Gesamtvolumen V., des Polyeders ist die Summe der Volumina der
Pyramiden,also

N 3
‘/ges = Z Z ‘/27] (37)

a a a
1

1
VW:E * 0 X d * b | = gacd. (3.8)
c

Somit ist die Gesamtmasse m ., = Vjes - 0 und die Masse einer Teilpyramide m; ; =

‘/i7j ' Q'

3.4 Schwerpunkt

Der Schwerpunkt liegt bei

43 N )
Xsp = f rr bzw. fiir Massenpunkte bei xgp = Z:ZZI#, (3.9)
Ei:l ‘/Z
wobei wieder o(r) = const = p angenommen wird.
Der Schwerpunkt eines Teilelementes P, ; ergibt sich durch die Integration
1 a % a pl e
Xff: . // / Xdzdyd:z;—l—// / xdzdy dr | =
7 Vi o J&z Jo o Jo Jo
(3.10)
3a
1
=—| b+d
1 +

c
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Diese so gefundenen Xff miissen dann noch ins das Koordinatensystem des Polyeders

iiber x’ ff = Rmxff z{lrﬁckgedreht werden. Dann kann der Schwerpunkt durch Glei-
chung 3.9 bestimmt werden.

N 3 SP N 3
5P _ 2oiz1 2j= MiiXi _ Dizy 2o i R (3.11)

Myges Myges

3.5 Tragheitstensor

Diese Berechnungen werden erst durchgefiihrt, wenn der Schwerpunkt des Polyeders in
(0,0,0) liegt. Dabei gilt allgemein fiir den Tragheitstensor

Iy = /d3:1; o(x) [XQ(SW — J}Ml'l,] (3.12)
oder
y2 + 22 -y —xz
I= /d3:1; olz) | —wy 24 —yz |. (3.13)
—Tz —yz a4yt

Auch hier soll wieder zuerst der Tragheitstensor von P, ; fiir o(r) = const bestimmt
werden.

(v-2d)e yr 422 —ay —Tz
e o=a)
L, = / e —zy 22 4a2? —yz dz dy dx +
o J& Jo
—xz —Yz x? + 2
L / / (3.14)
P Y+ z -y —xz
—I—/ /a/b —ry 224 2? —yz |dzdydx
o Jo Jo
—xz —Yyz z? 4 y2
Ausintegriert ist dies:
V+bd+c+d* —2a(b+d) —2c¢a
1
Ii,jzﬁcad —Qa(b—l—d) 02+6a2 —%C(Qb+d) (315)
—2c¢a —%C(Qb—l—d) b2 4+ bd + 6 a® + d*
I, ; wird dann mit Hilfe des Steinerschen Satzes
3
](/M/) = Z R(MU)R(W)(I(UT) + m[a25m — am]) (316)

or=1
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in das Schwerpunktssystem des Polyeders transformiert.Dabei ist a der Vektor zwischen
dem Ursprung und dem Schwerpunkt der Pyramide P ;

Da der Tragheitstensor in der Massendichte o(r) linear ist, ist er additiv. Das be-
deutet, daf} der Tragheitstensor eines Korpers, der aus mehreren starren Teilkérpern
zusammengefiigt ist, gleich der Summe der einzelnen Trigheitstensoren ist, und somit

N 3

Iges = ZZI;] (317)

=1 j=1

gilt.

Die so berechneten Massen, Schwerpunkte und Tragheitstensoren aller Partikel werden
dann benétigt, um Krafte und Drehmomente bei der Kollision zu berechnen und die
Bewegungsgleichungen zu 16sen.

3.6 Klassische Losungsverfahren fiir Differential-
gleichungen und ihre Probleme

Die wohl einfachste aller Methoden, um Differentialgleichungen der Form g = f(y) zu
l6sen, ist das Eulersches Verfahren. Ausgehend vom Startwert xo = x(to) wird x(to+h)
zum Zeitpunkt to + h berechnet, dabei ist h die Schrittweite:

w(to + k) = (to) + h * #(to) (3.18)

Man macht also nur einen Schritt in Richtung der 1. Ableitung. So einfach diese
Methode erscheint, so unbrauchbar ist sie fiir eine realistische Simulation. Der Grund,
warum dieses Losungsverfahren trotzdem immer wieder erwahnt wird, ist, dafl sich
an ihm alle Probleme, die die numerische Lésung von Differentialgleichungen mit sich
bringt, leicht beschreiben lassen. Da sich in der weiterfiihrenden Literatur [PTVF92,
Hen68, Gea7l, WB93, Gar94] sorgfaltigste Untersuchungen dieses Verfahrens in Bezug
auf Konvergenz, Stabilitat, Fehlerabschatzungen etc. finden, soll nur in Abbildung
3.5 das Grundprinzip dargestellt werden und in Abbildung 3.6 die wichtigsten Fehler
dargestellt werden.

Sehr viel genauer und zuverldssiger ist das Runge-Kutta-Verfahren. Die Grundidee
dabei ist es, durch Berechnung an verschieden Positionen im Intervall [t,¢ 4+ h] eine
genauere Bestimmung von éz zu erméglichen. Das am meisten verwendete im Bereich
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Abbildung 3.5: Der Funktionsverlauf wird durch einen Polygonzug approximiert. Bei
unterschiedlichen Schrittweiten folgen die einzelnen Schritte in Rich-
tung der Ableitung dem wirklichen Kurvenverlauf mehr oder weniger
genau.

Abbildung 3.6: Figentlich sollte die Funktion links ein geschlossener Kreis sein, aber
mit dem Eulerverfahren wird man immer eine Spirale beschreiben.
Rechts sieht man, dafl das Verfahren instabil werden kann, wenn die
Schrittweite zu grofl wird.

der Computational Physics ist immer noch das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung.
k1 = hf(xo,to) FEuler!

k h
ky="nf (:1;0—|—?1,t0—|-§>

kq h
k4 = hf (l’o —|— kg,to —|— h))

1 1 1 1
x(to+ h) = o + gkl + gkz + §k3 + 6k4
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Man sieht, welches Problem bei der Simulation granularer Medien auftritt, wenn das
Runge-Kutta-Verfahren Anwendung findet: Es ware notwendig, fiir einen Zeitschritt
viermal eine vollstindige Berechnungen aller Kollisionen und der daraus resultieren-
den Kréfte und Drehmomente durchzufithren. Da dieser Vorgang aber sehr viel mehr
Rechenzeit als der ODE?-Solver benétigt und damit den Hauptanteil an der Gesamt-
laufzeit hat, kann dieses Verfahren aus Effizienzgriinden keine Anwendung finden. Auf
die Herleitung und genaue Beschreibung dieses und anderer Runge-Kutta-Verfahren *
héherer Ordnung wird deshalb nicht eingegangen werden.

3.7 6-Value Gear-Predictor-Corrector-Methode

Diesem Absatz sei ein Zitat aus den ,Numerical recipes* [PTVF92] vorangestellt:

For many scientific users, fourth-order Runge-Kutta is not just the first
word on ODE integrates, but the last word as well. In fact, you can get
pretty far on this old workhorse, especially if you combine it with an adap-
tive stepsize algorithm. Keep in mind, however, that the old workhorses’s
last trip may well be take you to the poorhouse: Bulirsch-Stoér or predictor-
corrector methods can be very much more efficient for problems where very
high accuracy is a requirement. Those methods are the high-strung race-
horse. Runge-Kutta is for ploughing the fields.

Gegeben sei die Differentialgleichung 4 = f(t,y, 4", y", -+ ,y"Y) und ein k < L.
Dann sei y ein Vektor, der y und die ersten k& Ableitungen von y enthélt, und die
Form

y = Yy (3.20)

hat. B sei eine (k+ 1) x (k+ 1) Matrix, sowie ¢ ein Vektor mit der (k¥ + 1) Elementen.
Dann kann nach [Gea7l] jede Multivalue-°Predictor-Corrector-Methode in der Form

30DE (ordinary differential equation) = gewdhnliche Differentialgleichung

1Ein sehr iibersichtliche Beschreibung und Herleitung sowie Beispielprogramme in MatLab findet
sich in [Gar94].

"Hier werden nur die sog. Multivalue-Verfahren betrachtet. Bei Multistep-Verfahren erfolgt der
Predictorschritt mit Hilfe der letzten Schritte der Losungsverfahren. Im Vergleich zu den Multivalue-
Verfahren haben sie den Nachteil, nur sehr schwer fiir ein ,,Adaptive Stepsize“ geeignet zu sein. Aufer-
dem miissen vor Beginn der Simulationen z.B. mit Hilfe von Runge-Kutta Startwerte fiir die ,letzten
Schritte bestimmt werden, damit das Verfahren korrekt beginnen kann. Zudem ist es sehr aufwendig,
wéhrend des Laufs die Ordnung des Verfahrens zu &ndern. In [Hen68, Gea71] wird noch erwéhnt, daf
bei Multivalue meist die Koeflizienten c kleiner sind als bei Multistep, dies kommt der Genauigkeit in
Bezug auf Rundungsfehler zugute.
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=B Predict
Yo, (0) Yoo redictor (3‘21)
Yo(mt1) = Yo m) T €G(Ynmy) m >0 Corrector

geschrieben werden. Das Prinzip des Verfahrens ist es, zuerst mit Hilfe der ersten k
Ableitungen von y einen neuen Wert fiir diese Ableitungen vorauszusagen (Predictor).
Dann wird mit Hilfe von f(¢,y,y",y",---,y~Y) an dieser vorhergesagten Stelle eine
Korrektur fiir diese Werte berechnet (Corrector), dies kann m—mal geschehen. Auffillig
ist, dal der Predictornicht von der zu lésenden Differentialgleichung abhéngt, sondern
nur von y.

Fiir den Predictor beim 6-Value-Gear-Predictor-Corrector geht man von der Taylor-
entwicklung

(3.22)

fla+h)= i
n=0

aus. Dabei werden dann f(t),f(t) bis f®) (1) jeweils entwickelt, wobei immer nach f(®)

.3

abgebrochen wird.

B df() | d*f(r) e d’f(t) ottdf(t) | or° °f(1)
FE+81) = J(t) + ot =g— K S VR VR VR VB T N VE

Af(L60) _Af() ) L SEAS() 6 st ()

dt dt di? 2 d? 6 dit 24 dtd
RS (DN (O (L U (ORI 8.9 1U) (3.23)

de? o de2 di3 2 dt 6 de°

DR 0
dts A

Die einzelnen Ableitungen werden dann zeitskaliert, so dafi mit ro = f(¢) gilt

5t”d”r0
— 3.24
Ty = s (3.24)
also rq(t) = 5td§§ JIra(t) = %dzfg usw. Damit 148t sich dann das Gleichungssystem
3.23 in der Form
r0(1 + 61) 11111 1 ro(1)
et + 8t) 01234 5 r(t)
rht+ot) | [ 00 1 3 6 10 ra(t) (3.25)
etst) | 10001 4 10 r(t) '
et + 8t) 00001 5 ry(t)
r2(t + 8t) 00000 1 rs(t)
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schreiben. Dabei ist die Matrix die Pascalsche Dreiecksmatrix, die allgemein bestimmt
ist durch

1 falls e = 1
P;=4<0 falls ¢ > j (3.26)
Pi,j—l + Pi—l,j—l sonst

mite, g =1,...,n.
Damit ist der Predictor passend zu Gleichung 3.21 bestimmt.

p|k Co 9] Ca C3 Cy Cs Ce cr
5 1
3 12 1 2
3 3 1
4 8 1 4 6
251 11 1 1
L5 720 1 12 3 24
61 o5 1 25 35 5 1
288 24 72 48 120
7 || o8t 18T 5 1T 1 1
60480 120 8 96 40 720
g || 3257 1 49 203 49 T 7 1
17280 40 270 192 144 1440 5040
1 5 1
40 3 s L 3
19 3 1 1
5 120 4 1 2 12
3 251 11 1 1
216 20 360 1 18 6 60
7| s ees 25 3 1 1
6048 1008 36 144 24 360
g | 1925 1s087 4 w7 5 a7 1 1
14112 30240 180 16 240 120 2520
1 1 5 1
5 4 2 4 1 4
3 19 9 3 1
316 80 40 8 1 8 20
7 || 22 9 21 | O 1 1
5040 20 240 24 10 120
Q|| 2185 ses 95 25 49 1 1
46368 2016 96 48 336 48 840
1 1 5 1
6 30 10 1 3 1 5
16 3 19 3 3 1
41T 630 20 20 2 1 10 30
gl 1 22t 9 21 ;w1 1
630 1260 10 180 30 15 210

Tabelle 3.1: In dieser Tabelle sind die Korrekturfaktoren fiir Gear-Predictor-
Corrector angegeben. p gibt die Ordnung der zu lésenden Differen-

tialgleichung an, k die Ordnung des Predictor-Correctors.

Beim Gear-PC wird nur einmal korrigiert. Dies hat fiir die Simulation dann den Vorteil,
dafl auch die Kraftberechnung nur einmal durchgefithrt wird.

Jetzt ist zu beachten, dafl der Korrekturschritt abhingig von der Ordnung der zu
l6senden Differentialgleichung ist.
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Es wird Ar berechnet, das den Unterschied zwischen dem aus Gleichung 3.25 vorher-
gesagten r? und dem Wert, der durch Anwendung der DGL auf die vorhergesagten
Werte berechnet wurde, angibt.

Fiir eine Differentialgleichung der Form

r = f(r) Ar =r{ —r] r] = f(rf) (3.27)
= f(r) ist Ar=r§—r) mit r;= f(ry). (3.28)
i = f(r,1) Ar =rj — 13 ry = f(rg,ry) (3.29)
Dann ist der Korrekturschritt durch
r5(t + 6t) re(t + 6t) co
rs(t + 6t) rh(t + 6t) 1
ry(t+6t) | | ri(t+6t) o
widst) || wirany [T o |2 (3.30)
ri(t + 6t) rh(t + 6t) ¢4
r(t + 6t) ri(t 4 6t) cs

gegeben.
Die Parameter ¢ sind aus Tabelle 3.1 ersichtlich. Im Fall der DGL der Form # = f(r, 1)
wird in [AT86] vorgeschlagen, beim 5-Value-PC fiir ¢y den Wert 22 durch 12, und beim

120 90"
6-Value-PC % durch % 7zu ersetzten.
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Kapitel 4

Kollisionsdetektion

Die Uberpriifung, ob sich zwei Sandkérner beriihren, ist bei der Simulation der ent-
scheidende Faktor. Wenn nun die Simulation soweit ist, dafl also die Dynamik eines
einzelnen Sandkorns unter dem Einflul von Gravitation und evtl. anderen Kréften
berechnet werden kann, dann kommt der Teil, der am sorgfaltigsten untersucht wer-
den muf}. Es gilt folgende Probleme zu beachten, die auftreten, wenn ein ,einfacher®
Algorithmus verwendet wird.

e Der Rechenaufwand der Kollisionsbestimmungen steigt mit O(n?).

o Der Rechenaufwand der Kollisionsbestimmung zwischen zwei Polyedern steigt

mit O((ny + ng + np)?).

Dabei wird jedes Polyeder mit jedem anderen geschnitten. Bei den einzelnen Kollisi-
onspriifungen wiederum wird jeder Bestandteil des einen Sandkorns mit allen des an-
deren verglichen. Dies ist sicherlich die am leichtesten zu realisierende Losung des Pro-
blems, aber eben auch die schlechteste. Denn das Zeitverhalten ist extrem ungiinstig,
die in jedem einzelnen Zeitschritt zu leistende Rechenarbeit ist enorm. Deswegen sollte
man sich an den Grundsatzhalten ,,Denkzeit > Rechenzeit® halten. Eine wesentlich
bessere Methode ist es, das Problem schrittweise zu 16sen, d.h. mit schnellen ungenauen
Tests zu beginnen, und erst danach zeitaufwendigere Tests, die aber sicherer arbeiten,
zu verwenden. Der allgemein iibliche Ansatz ist es dabei, zuerst ,Bounding-Boxes “ zu
definieren, die aufgrund ihrer vereinfachten Geometrie sehr schnell zu priifen sind, und
erst, wenn sich diese schneiden, auch die Kérper selbst zu priifen. Dies bringt einen
wesentlichen Zeitgewinn.

Doch auch hiermit ist noch nicht das Optimum erreicht. Zum einen bleibt die Schwie-
rigkeit, daB auch die paarweise Uberpriifung der Bounding-Boxes mit O(n?) arbeiten,
wenn auch mit einem wesentlich geringeren Zeitfaktor. Zum anderen bleibt das Pro-
blem der Kollisionsdetektion zwischen zwei Polyedern bestehen. Deswegen erschien
es wichtig, noch deutlich bessere Algorithmen zu finden, um spéter mit ausreichender
Komplexitit simulieren zu kénnen. Fiir die Uberpriifung der Bounding Box wurde
auf einem Algorithmus von David Baraff aufgebaut [Bar93]; fiir die Kollisionsdetek-
tion fand ein Distanzalgorithmus von Ming C. Lin Anwendung. Diese Algorithmen
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sind zwar sehr komplex, insbesondere der zweitgenannte, bieten aber beide ein her-
vorragendes Zeitverhalten. Im Fall der Bounding—Boxes findet man O(n), bei der
Abstandsbestimmung sogar O(¢) mit ¢ = const.

4.1 Bounding—-Boxes

Allgemein kann man B, als Bounding-Box von A bezeichnen, wenn der Koérper A
innerhalb von By liegt, also A C B4 und By eine fiir einen Algorithmus giinstigere
Form hat. Das Wort ,,Box“ suggeriert zwar quaderférmige Gestalt, trotzdem sind auch
andere Geometrien sinnvoll. Gebréuchlich sind Quadrate, Rechtecke und Kreise in 2
Dimensionen und Quader, Wiirfel und Kugeln in 3 Dimensionen. Auflerdem ist es
giinstig, wenn die Bounding—Box so klein wie mé&glich ist.

Der Sinn einer Bounding—Box liegt darin, ein schnelleres Priifen auf NICHT-Kollision
zu erméglichen. Denn gibt es keinen Punkt » € R® mit 2 € B4 A x € By, dann kann
es wegen A C B4,A’” C By auch keinen Punkt * € AA x € A’ geben. Somit ist in
diesem Fall eine genauere Untersuchung auf Kollision nicht nétig. Allerdings gibt es
Punkte, fiir die « € R® fiir die v € B4 A x € By gilt, aber 2+ ¢ AV 2 ¢ A’. Es kénnen
sich also die Bounding-Boxes schneiden, ohne daf} sich die darin enthaltenen Kérper
berithren. Fiir diesen Fall sind dann weitere Berechnungen notwendig.

Als Faustregel kann man sagen, daf} eine Bounding—Box immer so klein wie méglich und
so grof} wie notig sein sollte. Es kann unter Umstanden sinnvoll sein, die Box gréfer zu
wahlen als die von der Geometrie her gesehen ,optimale® Gestalt. So wire es denkbar,
wenn in der Simulation die Polyeder von der Gestalt sind, dafl die FEcken auf einem
Ellipsoid liegen, als Bounding—Boxes Ellipsoide zu verwenden. Dann wiirde man jede
Box gegen jede andere priifen und im Fall, daf} sich die Ellipsoide beriihren, dann die
entsprechenden Koérper im Inneren zu priifen. Im Vergleich zu einer direkten Priifung
wiirde dies eine deutliche Verbesserung darstellen, doch ist eine Zeitersparnis auch
noch an anderer Stelle moglich. Zuerst soll also ein Algorithmus vorgestellt werden,
der in O(n) (mit n als Zahl der Polyeder) die Kollisionen zwischen allen Bounding—
Box es priifen kann. Dann sollen verschiedene Moglichkeiten vorgestellt werden, um
die zu diesem Algorithmus passenden Bounding—Box zu berechnen. Auflerdem sollen
die jeweiligen Vor- und Nachteile und das Zeitverhalten untersucht werden.

4.1.1 Eindimensionaler Fall

Zuerst soll der Algorithmus am eindimensionalen Fall untersucht werden. Die n
Bounding—Boxes stellen also Intervall I; mit ¢ = 1..n auf der Koordinatenachse dar.
Das einzelne Intervall kann durch [b;,¢;] beschrieben werden, wobei b;,¢; € R und
b; < e;. Nun kollidieren zwei Boxen ¢ und j, wenn fiir die Intervalle [b;, ¢;] ,[b;, ;] mit

i # 5 gilt

b; € [b]',ej] Ve € [b]‘,ej]. (4.1)
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Sortiert man b;, b;,¢;,e; der Grofle nach in aufsteigender Reihenfolge und sieht sich
die zuldssigen Kombinationen genau an, ist leicht zu erkennen, dafl immer dann eine
Kollision vorliegt, wenn im Bereich eines Intervalls der Anfang oder das Ende eines
anderen Intervalls liegt.

b;,e;,b;,e; | Keine Kollision
bi,e;, bj,e; | Keine Kollision
bi, b, €ir € Kollision
bi, b;, €5, ¢ Kollision
bj, b, e;, e Kollision
bi,bi,e;,e; Kollision

Tabelle 4.1: Zulassige Kombinationen, wenn die Intervallgrenzen von [b;, ¢;], [b;, €;] in
aufsteigender Reihenfolge sortiert werden. Alle anderen Konfigurationen
sind wegen by < ey nicht moglich.

In gleicher Weise kann man fiir n Intervalle verfahren. Zuerst werden alle b; und e; mit
¢ = 1..n in aufsteigender Reihenfolge in eine Liste L sortiert.

|1

b

L | L]
B 1 R
eb.e b1b3 CHCR CYCHCHC

2”8

Abbildung 4.1: Im eindimensionalen sind Bounding-Boxes nur Intervalle mit dem
Anfang b; und dem Ende e;. Sortiert man die b; und ¢; der Grofle
nach, kann man alle Kollisionen ablesen.

Dann wird eine zweite, im Moment noch leere Liste L. erzeugt, in der ,aktuelle
Intervalle® gespeichert werden kénnen. Danach wird die Liste, beginnend mit dem
kleinsten Eintrag, abgearbeitet. Ist der Eintrag vom Typ b;, so wird das Intervall z in
L.kt eingetragen. Auflerdem kollidieren alle Intervalle aus L,i¢ mit dem Intervall 2. Ist
der Eintrag allerdings ein e;, wird ¢ aus L, entfernt. Ist der letzte Fintrag der Liste
abgearbeitet, dann sind alle Kollisionen entdeckt. Einen Ablauf fiir die Konfiguration
aus Abbildung 4.1 ist in Tabelle 4.2 zu finden. Der Zeitbedart fiir das Einsortieren
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¢ | L; | Aktion Lake(alt) gef. Kollisionen
1 | bg | 8in Ly einf. | o )
2 | by |4in Ly einf. | 8 (4;8)
3 |1 bs|5in Lygeeinf. | 8—4 (5:8), (h;4)
4 | es | Din Ly losch. | 8 =4 — 5 keine Priifung
5 1 by | 21in Ly einf. | 8 = 4 (2:8) , (2;4)
6 | es | 8in Lype 10sch. |8 =4 — 2 keine Priifung
T | bg | 6in Ly einf. | 4 — 2 (6:4), (6;2)
8 | by | 7Tin Lyp einf. |4 —2—6 (7:4), (7;2), (7:6)
9 | b | 1in Ly einf. |4 —-2—6—>T7 (1;4), (1;2), (1;6), (1;7)
10 | b3 | 3in Ly einf. |4 —-2—=6—T7—1 (3:4), (3;2), (3;6), (3;7), (3;1)
11 | eg | 2in Lagy 10sch. |4 =2 —6 — 7 — 1 — 3 | keine Priifung
12 | e | 3in Lgge 10sch. |4 -6 —=T7—=1—3 keine Priifung
13| e4 | 41in Lyg 10sch. |4 —-6—T7—1 keine Priifung
14 | es | 6 1n Lggs 10sch. | 6 = 7 — 1 keine Priifung
15 | e; | 1in Lggs 10sch. | 7 — 1 keine Priifung
16 | er | Tin Lgg 10sch. | 7 keine Priifung

Tabelle 4.2: Fir die Liste L:(bg — b4 — b5 — €5 — bQ — €] —> 66 — b7 — bl —
bs — €3 — €3 — €4 — eg — €1 — e7) werden alle 19 Kollisionen { (4:8),
(5:8), (554), (2:8) . (Z4), (6:4), (6;:2)}, (T:4), (7:2), (7:6), (134), (1;2),
(1;6), (157), (3;4), (3:2), (3:6), (3;7), (3;1) } gefunden.

von b und e in die Liste L geht mit O(nlogn). Das Abarbeiten der Liste L und das
Bearbeiten von Ly, erfolgt mit O(n). Die Bestimmung der k& Overlaps geht mit O(k).
Insgesamt hat man also O(nlogn+ k). Dies ist ein optimaler Algorithmus [Bar93], um
den ersten Schritt dieses Problems zu 16sen.

Der vom Rechenaufwand her gesehen ungiinstigste Vorgang ist mit O(nlogn) der Sor-
tieralgorithmus. Es ist aber moglich, in den weiteren Zeitschritten noch einmal schnel-
ler zu arbeiten, denn man kann ausniitzen, dafl die simulierten Kérper pro Zeitschritt
ihre Lage nur geringfiigig verdndern. Da sich die Konfigurationen also nur langsam
andern, ist ja die Liste L, des letzten Zeitschrittes immer noch ,fast richtig®. Hat
sich z.B. die Konfiguration aus Abbildung 4.1 weiterentwickelt und sieht jetzt wie in
Abbildung 4.2 aus, dann hat sich zwar die die Gréfle der Boxes verdndert und die Lage
der Endpunkte, aber die Liste L hat bis auf eine Anderung denselben Aufbau. Es ist
also nur eine Vertauschung notwendig.

Fiir das Problem des Sortierens in bereits vorsortierten Listen ist eine Methode mit
dem Namen Insertion-sort entwickelt worden. Damit kann dann mit Hilfe von Per-
mutationen dann aus L,j; sehr effizient L bestimmt werden. Eine genaue Beschreibung
von Insertion-sort findet sich in Anhang B. Im Prinzip wird dabei ein Element solange
zum Anfang der Liste bewegt, bis es grofler ist als der Vorgédnger. Wenn das Ende der
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b8 b4b5 e b2e8b6 b7 /%bl e,e; €,e,epe,
b8b4b5 e5b2e8b6 b7 b1b3 CHCR €,66,€

Abbildung 4.2: Obwohl sich gegeniiber 4.1 alle Intervalle verschoben haben, haben
nur by und b3 ithren Reihenfolge vertauscht.

Liste erreicht ist, ist sie sortiert. Der Rechenzeitbedarf ist dann O(n + ¢), wobei ¢ die
Zahl der notwendigen Vertauschungen ist. Eine weitere Verbesserung ist im Hinblick
auf die Overlapliste méglich. Hat man im letzten Schritt die Overlaps in eine Matrix
O;; mit O;; = O,; gespeichert, wird sich im letzten Beispiel nur der Eintrag in O3
und O3z, dndern. Wenn zwei Intervalle, die sich im letzten Zeitschritt iiberlappten, dies
nicht mehr tun, miissen b; und e; oder aber b; und ¢; ein- oder mehrfach vertauscht
worden sein. Wird die Matrix O; ; also schon wéhrend des Sortierens gedndert, ist sie
mit dem Zeitaufwand O(n+ ¢) wieder auf den aktuellen Stand zu bringen. Da die Zahl
der Anderungen des Overlapstatus k und die Zahl der Vertauschungen in der Liste ¢
in einer physikalischen Simulation mit ausreichend kleinen Schritten fast gleich ist, ist
die zusétzlich anfallende Arbeit O(c— k) zu vernachlassigen. Somit ist es also moglich,
in einer Dimension alle Kollisionen in der Zeit O(n + ¢) zu finden. Der Algorithmus
wird umso besser, je weniger Anderungen vorzunehmen sind; in einem Sandpile, der
zur Ruhe kommt, ist der Zeitbedarf hierfiir minimal.

4.1.2 Dreidimensionaler Fall

Im Prinzip kann man im dreidimensonalen Fall d&hnlich wie in einer Dimension vorge-
hen. Die Bounding—Boxes miissen hier Quader sein, deren Kanten parallel zu den Koor-

dinatenachsen sind. Dann gibt es also drei Intervalle [ng), ng)],[bgy), bgy)] und [bgz), bgz)].
Der erste Schritt wird wieder sein, die Intervalle in drei Listen einzuordnen. Dabei ist
also je eine Liste fiir die Intervallgrenzen ng) und egx) auf der X—Achse und dasselbe fiir

die Y- und Z—Achse. Dieser Schritt hat, wenn man genauso wie im eindimensionalen
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Fall vorgeht, den Zeitbedarf O(n + ¢) L Tritt ein Wechsel zwischen zwei Koordinaten
¢ und j auf (egal welche Koordinatenachse), so werden die Bounding—Boxes gepriift,
ob sie ihren Overlapstatus verdndert haben. Da dieser Vorgang einen konstanten Zeit-
bedarf hat, werden alle Verdnderungen von O;; mit O(n + ¢) gefunden. Auch hier ist
die zusatzliche Arbeit, die entsteht, wenn Werte in der Liste getauscht werden, ohne
daB sich in O, ; etwas &ndert, mit O(c — k) anzugeben und damit vernachlassigbar.

4.1.3 Bestimmung der Bounding—Boxes

Die Bounding-Box miissen, um fiir den vorgestellten Algorithmus brauchbar zu sein,
Quader sein. Dabei miissen die Kanten des Quaders parallel zu einer Koordinatenachse
liegen. Es sollen nun zwei Methoden vorgestellt werden, mit denen in der vorliegenden
Simulation Bounding-Boxes berechnet werden kénnen. Dabei ist die erste Methode
universell verwendbar, wahrend die zweite auf Besonderheiten dieser Simulation beruht,
durch Abwandlungen aber auch zu verallgemeinern ist.

4.1.3.1 Min-Max-Methode

Wenn die K Eckpunkte des Polyeders, um den die Bounding-Box bestimmt werden soll,

die Koordinaten (x;,y;, 222 mit ¢ = 1,..., K haben, dann werden die Intervallgrenzen
[ng), ng)],[bgy), bgy)] und [biz), bgz)] wie folgt bestimmt:

ng) = min(aq, 2, ..., 2k)

egx) = max(x1, T2, ... ,Tk)

bgy) = min(ylv Y2, .. 7yk)

et = max(y1, yz, ... . yx) (4.2)

bgz) = min(z1, 22, ... , Zk)

egz) = max(z1, 22, ... , Zk)

Dies ist die kleinste mogliche Bounding—Box im gegebenen Koordinatensystem. Fiir
jedes b®) > ng) gibt es nach 4.2 eine Ecke mit den Koordinaten (&, Ym, zm ), fir die
T, < b gilt. Ebenso kann es kein giiltiges e(®) < egx) geben. Analoges gilt dann auch
fiir die Y— und Z—Achse.

Gibt es nun N Polyeder mit je maximal K" Ecken, dann ist der Aufwand zur Berechnung

der Bounding-Boxes O(N * K ).

4.1.3.2 Ellipsoid-Methode

Da in der Simulation fiir diese Arbeit die Polyeder so gewdhlt wurden, dafl alle
Eckpunkte (@;,y;, ) auf einem Ellipsoid liegen, ist es auch moglich, sozusagen eine

!Da bei der O-Schreibweise Vorfaktoren weggelassen werden, schreibt man also nicht 3 - O(n + ¢),
sondern nur O(n + ¢), obwohl der Sortiervorgang in 3 Dimensionen die dreifache Zeit bendtigt (sieh

e auch Anhang E.1).
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Bounding-Box um die Bounding-Box zu legen. Man bestimmt analytisch, welche Aus-
dehnung ein Quader haben muf}, um ein Ellipsoid bekannter Gréfle, dessen Halbachsen
nicht parallel zu den Koordinatenachsen sind, aufnehmen zu kénnen.

Gegeben sei das Ellipsoid im kérperfesten Koordinatensystem K mit der Gleichung

1?2 y2 22

PERIEI

e - =1 (4.3)

Des weiteren ist die Matrix R bekannt, die einen Vektor k mittels Rk = k ins raumfeste
System transformiert?
Damit hat das Ellipsoid im ortsfesten Koordinatensystem die Gleichung

(Ri1z + Ry + R1,32)2 n (—Ri22 + Ropy + R2,3Z)2 n

a? b , (4.4)
n (—Ris2 — Rosy + Rss2) _1

2

c

Mit

2RiiRi; 2Ri2Re:  2Ri3Rs3

n;y = —

a’? b2 c?
_ 2R11R13 2Ri2R;s 2Ri3Rss
"= a? B b2 B c?
_ 2Ri:R13  2R.R3 2R3 3Rs3
= a? + b2 B c?
2 2 2 (4.5)
_ Ri R, Ris
714 = a2 ‘|’ b2 ‘I’ 02
R1,22 R2,22 R2,32
"= a? b2 c?
R1,32 R2,32 R3,32
e = a2 + b2 + 2

1aBt sich die Formel 4.4 in der Form

n1:ry—l—ng:rz—l—ngyz—l—me—l—my2—|—n5z2 (4.6)

darstellen. Im weiteren wird sich die Berechnung nur auf die Bestimmung der Maxima
auf der X—Achse beschrdnken. Die Berechnungen fiir die Y- und Z—Achse verlaufen
analog®.

2Es wird hier mit Rotationsmatrizen gearbeitet, da die Rechnung mit Quaternionen deutlich mehr
Multiplikationen erfordert und damit zeitaufwendiger ist.

3Im Anhang E.2 findet sich ein Programm fiir MAPLE 5 Release 3, das diese Berechnungen
durchfiihren kann.
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Lést man 4.6 nach x auf, so erhédlt man zwei Lésungen, die die ,untere® und die ,obere*
Hélfte des Ellipsoids bestimmen.

vy = —n; Yy — TLQZj:
214 4.7
n \/n12y2 +2nyyngz + ne?22 —Anyngyr —4Anynsy? —4dnyng2? 4+ 4dny (4.7)

27L4

Fiir diese Gleichungen sind nun die Extremwerte zu bestimmen. Dazu werden die

Ableitungen dg—; und dg: bestimmt und gleich Null gesetzt. Die Losungen dieses
Gleichungssystems sind dann die gesuchten Maximalwerte.

Mit
Q= n12y2 4+ 2n;yns 2 + nytz% — dnyngyz —4ny n5y2 —4n, ng 2% + 4ny
ergibt sich

dxs B :F:i:m\/ﬁ— ngly — nyngz +2nyngz +4nynyy B

= 0
dxs _:Fj:ngx/ﬁ—njyng—n92z+2n4n3y+4n4n5z_O '
dZ B 2 TL4 \/ﬁ -
Die Lésungen
= (2n;ns —ngmng) '
(a1 ( 1 Mg 2 3) (4‘9)
21 = — (TLJ Ng — 27LQTL5)F
und
=—(2 — r
Y2 ( nyne — Ng ns’) (4‘10)
Z9 = (TLJ Ng — 27LQTL5)F
dieser zwei Gleichungssysteme 4.8, wobei
/e
2 2 2 ng?—4ngng
©=n;"ng —ningng + nsng” +nyng” —4dnyngn; und I = 5o
ist, werden verwendet, um durch Einsetzen in Gleichung 4.7 die Maximalwerte
2
= +4 r
1 <TL3 Ng n5> (411)

o9 = —I1

fiir x zu bestimmen.
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Jetzt mufl noch beriicksichtigt werden, dafl das raumfeste Koordinatensystem K und
das korperfeste K um den Vektor (xo, 4o, z0) verschoben sind. Damit sind die Grenzen
der Bounding—Box

b = o — |24 e = g + |24

oY) = yo — |y1] W = yo + |y

) ) (4.12)
b = yo — |71 e\ = zo + |7

Somit lassen sich die Berechnungen fiir eine Bounding-Box um einen Kérper mit
K Ecken in konstanter Zeit ausfithren, die Berechnung bei allen N geht demnach
mit O(¢) mit ¢ = const.

4.1.3.3 Vergleich

Abbildung 4.3: Die Ecken des Polygons liegen auf dem Rand eines Ellipsoiden. Die
minimale Bounding-Box ist gestrichelt eingetragen. Die aus der El-
lipse berechnete Bounding-Box wir mit einer durchgezogenen Linie
dargestellt, sie ist am rechten Rand deutlich zu grof.

Es stellt sich nun die Frage, welche der beiden Moglichkeiten zur Bestimmung der
Bounding-Boxes schneller ist. Die Bestimmung tiber die Min-Max-Methode hat den
Vorteil, daf} sie die kleinstmé&glichen Intervalle b und e findet, mit zunehmender Kom-
plexitét des einzuschlieenden Koérpers wird der Zeitbedarf aber immer grofier.

Die Bestimmung iiber das Ellipsoid ist hingegen von der Form des eingeschlossenen
Korpers unabhingig und wird in konstanter Zeit berechnet. Dies hat gleichzeitig den
Nachteil, daB die Bounding-Box im allgemeinen? zu groff bestimmt wird (sieh e Abbil-
dung 4.3). Somit nimmt die Zahl der zusatzlichen Kollisionspriifungen zu.

Um beide Methoden vergleichen zu koénnen, wurden die einzelnen Laufzeiten bei
verschiedenen Fckenzahlen bestimmt. Auflerdem wurde das Groflenverhédltnis der

*Nur wenn zufillig je ein Eckpunkt auf dem Beriihrungspunkten Ellipsoid—-Quader liegt, dann ist
die Grofle minimal (dies ist z.B an der Oberkante in Abbildung 4.3 der Fall).
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Ecken % o <%> Ellipsoid ps | gewichtet ps || Min-Max ps

4 3.1 0.344 1.7 149 2.65

6 1.28 0.28 1.9 21.5 2.92

12 1.3 0.14 1.7 22.7 4.36

18 1.13 0.105 1.6 10.7 5.70

22 1.16 0.078 2.2 13.4 6.80

42 1.09 0.038 2.6 8.86 11.6

52 1.08 0.039 2.6 8.18 13.7

62 1.058 0.037 1.9 6.00 16.6

72 1.061 0.0307 2.3 6.61 18.9
202 1.045 0.0294 2.2 5.35 48.3
302 1.043 0.029 3.6 6.61 73.3
462 1.02 0.0154 3.1 4.50 109

Tabelle 4.3: Vergleich der benétigten Rechenzeit fiir die Berechnung einer Bounding—
Box mit der Min-Max Methode und der Ellipsoid-Methode. Die gewich-

Viuipsoia 1) 4 7045 berechnet.

tete Rechenzeit wurde iiber { 3
Min—Max

Bounding-Boxes bestimmt. Dabei mufite beriicksichtigt werden, dafl dieses Verhéalt-
nis fiir eine feste Eckenzahl nicht konstant ist, sondern von der aktuellen Lage des
umschlossenen Koérpers beeinflufit wird, es wurde also auch die Standardabweichung
bestimmt. Dann nimmt man an, dafl pro Schritt %—1 zusétzliche Kollisionpriifun-
gen notwendig sind®. Fiir die einzelne Kollisionspriifung wurde nach Tabelle 4.4 ein
Zeit von T0ps angenommen. Die einzelnen Verhédltnisse und Zeiten sind in Tabelle
4.3 aufgefiithrt, die Zeiten sind zusédtzlich im Graphen 4.4 aufgetragen. Man sieht, daf3
der Zeitbedarf fiir die Min-Max-Methode linear ansteigt, wahrend die reine Rechenzeit
fiir die Ellipsoid-Methode konstant ist. Wenn allerdings die zusétzliche Rechenzeit fiir
Kollisionspriifungen eingerechnet wird, sieht man, dafl es zwei Falle gibt. Bei sehr klei-
ner Eckenzahl ist die Min-Max-Methode deutlich schneller, da bei der Alternative sehr
viele zusatzliche Kollisionsbestimmungen notwendig werden. Wird die Eckenzahl aber
sehr grof}, und néhert sich die Form des Kérpers damit dem Ellipsoid an, so geht das
Groflenverhéltnis der Bounding—Boxes gegen 1. Man hat fast nur noch die Rechenzeit
der Ellipsoid-Methode, diese liegt deutlich unter dem entsprechend vieler Vergleiche.
Der Schnittpunkt beider Kurven ist bei ca. 50 Ecken, in diesem Bereich muf§ dann in
der Simulation ausgetestet werden, welche der beiden Methoden das bessere Zeitver-
halten liefert. Es wurden beide Methoden in das Programm eingebaut, die Auswahl
erfolgt {iber einen Befehl BBOX in der Parameterdatei. (sieh e hierzu Anhang D)

°In der Simulation diirfte der wirkliche zusitzliche Zeitbedarf geringer sein, da immer einzelne
Partikel keine Nachbarn haben, z.B. wenn sie gerade frei fallen. Liegt der Sandhaufen schon ziemlich
dicht, wird man fast immer eine Kollision feststellen, auch hier ist dann die Grole der Bounding—Box
nicht mehr ausschlaggebend.
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Abbildung 4.4: Vergleich der Rechenzeit fiir die Bounding—Box Berechnung nach der
Ellipsoid-Methode und der Min-Max-Methode. Der Schnittpunkt
beider Kurven liegt bei 52 Ecken. Links der Trennlinie ist die Min-
Max Methode besser, rechts davon die Ellipsoid-Methode.

4.2 closest-feature-Algorithmus

In diesem Kapitel soll ein schneller Algorithmus [Lin93] vorgestellt werden, mit dem es
moglich ist, den Abstand zweier Polyeder zu berechnen. Gleichzeitig werden auch die
beiden einander am néachsten liegenden Bestandteile bestimmt.

Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dafl die Berechnung unabhéngig von der
Komplexitat der beteiligten Korper ist, sie arbeiten mit O(const). Die Grundidee ist
es, das Wissen aus dem letzten Zeitschritt der Simulation zu verwenden und damit
einen sehr guten Ausgangspunkt fiir die neuerliche Rechnung zu haben.

Es wird im néchsten Abschnitt die Grundidee fiir die Bestimmung der néchsten Punkte
dargestellt. Dann wird der Begriff Voronoizelle erlautert und deren Berechnung vor-
gestellt. Danach miissen einige geometrische Grundlagen diskutiert werden, um dann
auf die Implementierung eingehen zu kénnen. Abschlielend wird dann noch das Lauf-
zeitverhalten untersucht und mit dem der ,einfachen® Algorithmen verglichen.
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4.2.1 ,,Find and Track® fiir die nichsten Punkte

Das Konzept des Algorithmus ist recht einfach: um den Abstand zweier Polyeder d4p
zu bestimmen, beginnt man mit einem beliebigen Paar f4 € A und fg € B und priift,
ob die néchsten Punkte auf f4 und fp liegen. Da A und B konvexe Polyeder sind,
ist fiir diesen Test nur noch das Wissen {iber die an f4 und fp grenzenden Elemente
notwendig. Das Ganze ist also ein lokaler Test, der von der Komplexitét von A und B
nicht abhangt. Der Test arbeitet in zwei Schritten. Zuerst werden zwei Punkte auf
fa bzw. fg bestimmt, die den kiirzesten Abstand zwischen diesen beiden Elementen
haben. Dann wird gepriift, ob der Punkt auf f4 in der Voronoiregion von fg liegt und
umgekehrt. Ist dies der Fall, so entsprechen diese zwei Punkte der Bedingung 4.16. Ist
dies nicht der Fall, so wird f4 oder fg durch einen seiner Nachbarn ersetzt und alles
wiederholt. Bei dieser Auswahl ist garantiert, dafl die neu gewahlten f4 und fp néher
zusammenliegen als die vorhergehenden.

Da sich die Lage der Polyeder bei einer verniinftigen physikalischen Simulation nicht
schlagartig &ndert, ist meistens der Algorithmus schon nach einer Iteration beendet.
Ist dies nicht der Fall, sind selten mehr als zwei Iterationen notwendig. Ist der Abstand
0, so beriihren sich f4 und fp und man hat eine Ausgangsbasis fiir die Bestimmung
des konvexen Schnittpolyeders.

4.2.1.1 Terminologie und Definitionen

In diesem Anschnitt sollen einige Begriffe erlautert werden, die zum Verstdndnis des
closest-feature-Algorithmus und dessen Implementierung hilfreich sind.

Sei A ein Polyeder. Dann besteht A aus verschiedenen Bestandteilen fi....,f,, wobei n
die Gesamtzahl aller Bestandteile ist, die Ecken, Kanten und Flachen als Bestandteile
bezeichnet werden und f.k,e deren Anzahl ist. Somit ist n = f + k + e. Dabei gilt:

Ufi=At=1,...,n
finf=9,1#j

Fir die einzelnen Kanten wird die ,,winged-edge® Darstellung, die in Abbildung 4.5
gezeigt wird, verwendet. Dabei wird der Anfangspunkt (7ail) und Endpunkt (Head)
verwendet, die Strecke selbst zeigt von Ty zu Hg. Die zwei Flachen, die Coboundaries
sind, werden nach ihrer Lage beim Blick von Tail in Richtung Head als ,linke* und
yrechte Flache* bezeichnet.

Flachen werden durch die Gleichung

(4.13)

ar +by+cz+d=0 (4.14)

dargestellt. Dabei hat der Vektor n = (a,b,¢) die Lange eins und —d ist der Abstand
der Ebene zum Ursprung des Koordinatensystems.

Dasjenige Paar von Elementen ist das am néchsten liegende, welches die zwei sich am
néachsten liegenden Punkte enthdlt. Wenn A und B zwei konvexe, kompakte Polyeder
mit dem euklidischen Abstand
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Abbildung 4.5: ,winged edge* Darstellung einer Kante

dap = nl |p—q| (4.15)
und P, € A,Pge B
dap = |Pa — Pg| (4.16)

sind, dann sind P4 und Pg die sich am néachsten liegende Punkte von A und B.

4.2.2 Voronoizellen

Abbildung 4.6: Halbebene H; als Voronoizelle
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Voronoiregionen bilden einen zentralen Punkt beim closest-feature-Algorithmus . Des-
wegen wird zuerst auf die Voronoidiagramme im Allgemeinen eingegangen, um dieses
Konzept dann von Punkten auf Polyederbestandteile und vom R? auf den R® auszu-
weiten. Das Problem ,,Gegeben ist eine Menge S von N Punkten im IR? welches ist
die Menge aller Punkte (z,y) in Bezug auf p; € S, die ndher an p; als als an jedem
anderen Punkt p;»; liegen? “ wird durch die Konstruktion eines Voronoidiagramms
gelost.

Dabei wird die Ebene in einzelne Regionen aufgeteilt, wobei jede Region V; zum Punkt
p; gehort und alle Punkte umfafit, die am néchsten zu p; liegen. Wie ist nun diese
Region zu konstruieren?

Gegeben seien zwei Punkte p; und p;. Offensichtlich ist die Menge aller Punkte die in
V; liegen, die Halbebene H;(p;,p;) mit p; € H;(p;,p;). Hi(p;,p;) ist begrenzt durch
die Mittelsenkrechte auf die Strecke p;p; (sieh e Abbildung 4.6) Bei mehr als zwei
Punkten ist V; der Durchschnitt von N— Halbebenen H,;. Wird dies fiir alle Punkte
p1—n ausgefiihrt, erhdlt man ein nichtregulares Gitter, das Voronoidiagramm. Jeder
Punkt der Ebene liegt innerhalb mindestens eines Voronoipolygons. Wenn also ein
Punkt (z,y) € V; liegt, ist p; der am néachsten liegende Punkt in Bezug auf (x,y).
Gilt fiir einen Punkt (z,y) € V; und (x,y) € V; mit ¢ # j, dann liegt (z,y) auf der
Grenze und hat zu p; und p; den gleichen Abstand. Wird dieses Konzept nun auf den
R?® erweitert, so sind die Voronoiregionen die Schnitte von Halbriumen, also konvexe
(evtl. an einer Seite offene) Polyeder. Fiir den closest-feature-Algorithmus muf} dieses
Konzept noch einmal erweitert werden, und zwar in Bezug auf die Punkte p;. Diese
werden durch Punkte (Ecken des eines Polyeders), Strecken (Kanten eines Polyeders)
und Polygone (Flachen eines Polyeders) ersetzt. Die dann zu findenden Voronoiregio-
nen zu einem Polyederbestandteil sind also eine Punktmenge aufierhalb des Polyeders,
die nédher an diesem Bestandteil liegt als zu allen anderen. Die Voronoiregionen formen
also Teilrdume um das Polyeder und sind im Falle konvexer Polyeder durch Ebenen
begrenzt. In den néchsten drei Abschnitten soll nun erklart werden, wie die Voronoi-
regionen zu einer Polygonecke, -kante und -flache berechnet werden.

4.2.2.1 Voronoiregion einer Ecke und Akzeptanzkriterium

Gegeben sei die Ecke £ eines Polyeders. In diesem Punkt treflen dann NV Kanten Ky
zusammen. Die Voronoizelle Ve wird dann durch N Ebenen F; y begrenzt, fiir die
gilt:

ek, und K; L E;, furalle :=1,... ,N (4.17)

Die Voronoiregion hat also die Form einer unten offenen, unendlich hohen Pyramide

(sieh e auch Abbildung 4.7).
Wenn u ein Vektor der Lange 1 in Richtung der Kante K; ist, und £ die Koordinaten
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Abbildung 4.7: Voronoiregion einer Ecke auf einem konvexen Polyeder

h
p2 | hat, dann ist Ebene E; bestimmt durch:
P3
T h
tlu- |y |—u-| p =0 (4.18)
< P3

Welches Vorzeichen wirklich giiltig ist, wird vor Start der Simulation getestet, da die
Gleichungen der Ebenen so bestimmt werden miissen , dafl ein Punkt, der in der Voro-
noiebene liegt, oberhalb aller Ebenen E; y liegt. Somit wird wahrend der Simulation
die Gleichung nur noch mit +1 oder —1 multipliziert. Liegt ein Punkt P unterhalb
ciner der Ebenen Ey, so ist der Abstand K P kleiner als EP. Somit wird £ durch K}

ersetzt, und der closest-feature-Algorithmus wird noch einmal aufgerufen.

4.2.2.2 Voronoiregion einer Kante und Akzeptanzkriterium

Gegeben ist nun die Kante K. Sie wird begrenzt durch zwei Ecken &7,y und Epeaas
und zwei Flachen F,;gp: und Fiege. (Definitionen nach Abschnitt 4.2.1.1). Es sind also
vier Gleichungen zu bestimmen, die ein Prisma wie in Abbildung 4.8 ergeben.

Die Gleichungen derjenigen zwei Ebenen, die nur durch Er,;; oder E..q laufen, werden
analog zum Abschnitt 4.2.2.1 berechnet. Liegt der zu priifende Punkt P unterhalb
einer der Ebenen, so wird im néchsten Durchlauf Er,; bzw. Epeqq statt K verwendet.
Die beiden anderen Ebenen miissen nun so berechnet werden, dafy die Kante in beiden
Ebenen liegt und die einzelne Ebene senkrecht zu der jeweiligen angrenzenden Flache
steht. Sei u wieder der Einheitvektor entlang X' und n der Normalenvektor auf der

h
angrenzenden Flache. Auflerdem habe &r,; die Koordinaten P2 . Dann lautet

P3



44 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTION

Voronoi Region

Te

Abbildung 4.8: Voronoiregion einer Ecke auf einem konvexen Polyeder

die Gleichung fiir die Ebene E:

L b
+tl(nxu)-| ¥y | —(nxu)-| p =0 (4.19)
< b3

Auch hier wird analog zu den Ecken das Vorzeichen fiir alle 4 Voronoiebenen vorher
bestimmt.
Schlagt der Test fiir P und F, ;4 fehl, wird der Algorithmus mit F,; 4, fortgesetzt,

entsprechendes fir .5, und Fi gy

4.2.2.3 Voronoizelle einer Flache

Bei der Voronoiregion einer Flache F ist zu berilicksichtigen, daf3 die Flachen der in
der Simulation verwendeten Polyeder Dreiecke sind. Somit entféllt das von M.C. Lin
vorgeschlage Unterteilen komplexer Flachen in Dreiecke oder Vierecke. Es sind somit
nur die Gleichungen von 3 Ebenen zu bestimmen, die senkrecht zur Fléche stehen,
und entlang einer der drei Kanten K1, Ky, K3 verlaufen. Die Rechnung selbst verlduft
analog zur der in Formel 4.19. Bei einer Ebene ist allerdings zu beachten, daf} die
Voronoiregion nur auflerhalb des Polyeders verlduft. Somit mufl noch die Gleichung
der Flache F berechnet und dann gepriift werden, ob P oberhalb dieser Ebene liegt. Ist
dies nicht der Fall, so liegt entweder eines der Elemente des zweiten Polyeders ndher an
F oder aber es handelt sich um eine Kollision. In diesem Fall kénnen aber F und P ein
lokales Minimum des Abstands haben und ein Wechsel zu einem Nachbarelement wiirde
den Abstand wieder vergréfiern. Deswegen mufl eine Routine aufgerufen werden, die
nach einem kiirzeren Abstand sucht. Danach kann mit dem allgemeinen Algorithmus
fortgefahren werden.
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Abbildung 4.9: Voronoiregion einer Flache auf einem konvexen Polyeder

4.2.2.4 Priifung zweier Ecken

Dies ist der einfachste Fall. Seien die Ecken & und &;. Die zwel zu untersuchenden
Punkte p; € & und py; € & sind die Ecken selbst und die Vorgehenweise ist dann
folgende:

1. Berechnung der Voronoizelle V5

2. Priifung, ob p; € V5. Wenn nicht: neues p; wihlen und Algorithmus erneut
abarbeiten.

3. Berechnung der Voronoizelle V}

4. Priifung, ob p; € Vi. Wenn nicht: neues p; wdhlen und Algorithmus erneut
abarbeiten.

5. & und &; erfiillen die Bedingung4.16

6. Abstand pq, p berechnen

4.2.2.5 Priifung einer Ecke und einer Kante

Sind eine Ecke & und eine Kante Ky gegeben, miissen die zu untersuchenden Punkte
p1 € & und py € Ky bestimmt werden. Dabei ist p; = & und p, wird wie folgt
berechnet, wenn die Kante von Ty = (1,,T,,T.) nach Hg = (H,, H,, H.) geht. Dann

ist der gesuchte Punkt p,

—T).
p2 = T + min(1, max(0, %)) (4.20)
e
wobel e = Hp — T ist. Dabel wird mit dem Term A = w die Projektion von p;

auf eine Gerade durch T und Hg berechnet. Der entsprechfende Punkt auf der Strecke



46 KAPITEL 4. KOLLISIONSDETEKTION

erfolgt durch Reduktion von A in das Intervall [0,1]. Dann kann eine Priifung wie in
Abschnitt 4.2.2.4 durchgefiihrt werden.

4.2.2.6 Nachste Punkte einer Ecke und einer Flache

Sind eine Ecke & und eine Fliche F; gegeben, mufl ebenso wie in Abschnitt 4.2.2.5
nur p; € Fy explizit berechnet werden, da p; wieder mit & identisch ist. Sei V =
(P1,.P1,,P1., 1) und die Gleichung der Ebene ax + by + cz + d = 0, wobei n = (a, b, ¢)
ein Finheitsvektor ist und d der Abstand der Ebene zum Ursprung. Dann ist mit
Ny = (n,—d) = (a,b,¢,—d) und ny = (n,0) der Punkt py gegeben durch

P2 = V — (V . Nf)nf. (421)

Danach wird wieder wie in Abschnitt 4.2.2.4 verfahren.

4.2.2.7 Nachste Punkte zweier Kanten

Sind zweil Kanten Ky und Ky mit Head Hy; und T; bzw. H, und T, gegeben, dann
miissen die beiden Fille K1||/Cy und Ky fK2 unterscheiden werden. Ist Ky J{KCs, dann

wird e; als e; = Hy — T und e, als e = Hy — T definiert. Die gesuchten Punkte p,
auf e; und p, auf ey sind dann gegeben durch

= T, — Hy) = Hy —
Y4 1+ s(Ty 1) 1— € (4.22)
p2 = Hy+u(Ty — Hy) = Hy — ey,

wobei s und v Parameter zwischen 0 und 1 sind, und die relative Lage auf den Strecken
angeben. Wenn n = p; — py ist, dann muf} |n| der minimale Abstand zwischen den
Kanten sein. Somit mufl n orthogonal zu e; und e; sein, wir erhalten also

n-e =(p—pz)-e =0

4.23
n-e;=(p—pz)- e =0. (4.23)
Durch Einsetzen von 4.22 in 4.23 und Auflésen ergibt sich fiir s und wu:
. (e1-ex) (I — Hy)-ex] — (ex-ex) [(Hy — M) - e]
((e1-ez)(er-ez)) — ((e1-e1)(ez - e3))
(4.24)
o (erel) [(H — Hy)-es] — (e1-ey) [(Hy — Hy) - e

((e1-e2)(er-e2)) — ((e1-ei)(e:-ez))

Auch in diesem Fall muB sichergestellt sein, dal s,u € [0,1]. Es darf hier allerdings
nicht, wie M.C.Lin in [Lin93] vorschlagt, s und u {iber

s' = min(1, max(0, s) (1.25)
u' = min(1, max(0, u) '
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Abbildung 4.10: In diesem Fall versagt die Berechnung der nachsten Punkte zweier
Kanten nach M.C.Lin. Es sind zusétzliche Fallunterscheidungen
notig.

abgeschnitten werden.

1 1 3 2
Hat man zum Beispiel Hy = | 4 |li=| 1 |, H,=1| 4 |, J5=1| 2 |. Somit
0 0 0 0

ist nach 4.24 s = % und v = 2 und nach Formel 4.25 folgt dann s = 1 und v = 1. Damit
waren 17 und 7T, die Punkte mit dem kiirzesten Abstand. Da dies offensichtlich falsch
ist, miissen fiir den Fall, daB entweder s & [0,1] oder u & [0, 1] weitere Uberpriifungen
erfolgen. Dabei mufi dann fiir s > 1 (s < 1) der Abstand von 7T; (H;) zur anderen
Strecke bestimmt werden. Analog wird mit u verfahren und der kiirzeste Abstand wird
dann verwendet. Damit erhéalt man das korrekte Ergebnis, falls 11 [fKCs.

Im Fall Ky||Ky sind grundséatzlich zwei Moglichkeiten zu unterscheiden. Entweder es
gibt (sieh e Abbildung 4.11) wie in Fall A unendlich viele Losungen oder wie in Fall B
nur eine. Ist die Lésung nicht eindeutig, werden die Punkte in der Mitte des ge-
meinsamen Bereiches ausgewahlt. Die Berechnung selbst erfolgt durch Projektion der
Endpunkte auf die jeweilig andere Strecke und dann durch Fallunterscheidungen.
Sind die Punkte p; und p, bestimmt, kann analog wie in Abschnitt 4.2.2.4 verfahren
werden.

4.2.2.8 Nachste Punkte einer Kante und einer Flache

Sind eine Fcke & und eine Flache F; zu untersuchen, mufl zuerst entschieden werden,
ob die Kante und die Flache parallel sind. Ist dies nicht der Fall, so ist entweder
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Fall A Fall B
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Abbildung 4.11: Dargestellt werden die 5 Falle bei der Bestimmung der néachsten
Punkte zwischen parallelen Flachen. Im Fall A sind die Punkte
eindeutig, im Fall B nicht. Hier sollten dann zwei Punkte gewé&hlt
werden, die in der Mitte des Uberlappbereiches liegen.

E N xE NgxE
Nr

Abbildung 4.12: Darstellung der Lage einer Kante und einer Flache fiir die Abstands-
berechnung.

einer der Eckpunkte der Strecke und die Flache das nachste zu untersuchende Paar,
oder aber die Kante und eine der Begrenzungskanten des Dreiecks. Der erstgenannte
Fall tritt ein, wenn Head oder Tail in der Voronoiregion der Flache liegen. Ansonsten
werden als néchstes die Kante & und die zu dieser am néachsten liegende Kante Er
untersucht. Es ist also nicht méglich, dafl in diesem Fall & und F; die gesuchten
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Teile der Polyeder sind. Wenn & ||Fy gilt, dann erfiillen sie 4.16, wenn folgende drei
Bedingungen zutreffen:

1. Die Kante muf} die Voronoiregion der Flidche schneiden.

2. Die Flachennormale von F; muf} zwischen den Flachennormalen der Begren-
zungsflachen von & liegen (sieh e hierzu Abbildung 4.12).

3. Die Kante muf} oberhalb von F, liegen.

4.2.2.9 Nachste Punkte zweler Flachen

Dies ist der Fall, der am seltensten auftritt. Hierbei muf} zuerst gepriift werden, ob
Fi1 und F, parallel sind. Ist dies der Fall, so wird gepriift, ob die Projektion der
Flache F; auf die Ebene, die F; enthélt, mit F, iiberlappt. Ist dies der Fall, und
liegt jede Ebene iiber der anderen, so sind F; und F, das gesuchte Paar, sie haben
den kleinsten Abstand. Sind hingegen JF; und F; nicht parallel, sucht man zuerst
das Element f; € Fi, das den kleinsten Abstand zur Ebene F; hat und umgekehrt.
Wenn nun f; und F, das entsprechende Akzeptanzkriterium erfiillen, werden diese als
nachstes getestet, das gleiche erfolgt mit f; und F;. Ansonsten werden alle 9 méglichen
Eckenpaaren {iberpriift und es wird mit demjenigen weitergearbeitet, das den kiirzesten
Abstand hat.

Stellt sich heraus, daf} eine Ebene vollstandig unter der anderen liegt, muf} ein ., véllig
neues® Paar fi,fs gesucht werden, da ansonsten F; und F; ein lokales Minimum des
Abstands bilden kénnen. (Eine genaue Beschreibung aller moglichen Sonderfélle findet
sich im Anhang C)

4.2.3 Preprocessing und Datenstrukturen

Der entscheidende Faktor im Hinblick auf die Rechengeschwindigkeit des closest-
feature-Algorithmus ist eine sorgféltige Implementierung der Datenstrukturen. Jede
fiir eine Berechnung nétige Information sollte umgehend zur Verfiigung stehen. Ande-
rerseits sollte keine Berechnung mehrfach erfolgen oder nicht benétigt werden. Es ist
also sinnvoll, drei verschiedenen Kategorien an Berechnungen zu unterscheiden:

1. Informationen, die wéhrend der ganzen Simulation erhalten bleiben, so z.B. das
Netzwerk der einzelnen Polyeder und die logische Struktur der Voronoizellen.

2. Informationen, die bei jedem Zeitschritt vollstandig und neu berechnet werden
miissen. Dies sind vor allem die Koordinaten der Ecken im raumfesten Koordi-
natensystem K.

3. Informationen, die nur benétigt werden, um f; € A und f; € B zu iiberpriifen,
z.B. die Gleichungen der Voronoizellen, Flachennormalen und anderes.
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4.2.3.1 Datenstrukturen, Implementation und Laufzeitverhalten

Die Datenstruktur ist das Wichtigste an der Implementierung eines Algorithmus. Ein
falsch gewdhlter Autbau kann die Rechenzeit erheblich vergréfiern und die Ubersicht-
lichkeit der Implementierung reduzieren®. Deswegen sind folgende Punkte zu beachten:

e Die Koordinaten der Ecken im raumfesten Koordinatensystem K miissen zu je-
dem Zeitschritt neu berechnet werden. Obwohl diese Koordinaten auch fiir Be-
rechnungen im Zusammenhang mit Ecken, Kanten und Fléachen benétigt werden,
sollen die Daten nur an einer Stelle gespeichert sein. Somit ist nur ein Speicher-
zugriff nétig. Dies wird dadurch realisiert, dafl die Strukturen fiir Kanten und
Flachen nur Referenzen auf die jeweiligen Eckkoordinaten speichern. Diese sind
wahrend der gesamten Simulation unverédndert.

o Jedes Element des Polyeders bendtigt schnellen Zugriff auf die Information iiber
seine Nachbarn. Auch dies wird durch eine dynamische Verkettung iiber Zeiger
realisiert. Diese Berechnung ist nur zu Beginn der Simulation notwendig und
kann dann unverdndert belassen werden.

e Die Strukturen der Voronoizellen miissen Zugriff auf diejenigen Elemente ha-
ben, mit deren Hilfe die entsprechende Ebenengleichung berechnet werden kann.
AuBerdem ist es vorteilhaft, wenn dort auch steht, welches Element als ndchstes
verwendet werden soll, wenn die Priifung fehlschlagt.

Um dies alles zu gewéahrleisten, wird vor Beginn der Simulation fiir jedes Partikel ein
Netz dynamisch angelegt, in dem alle erforderlichen Verkniipfungen realisiert werden.
Dies geschieht zum gréfiten Teil {iber verkettete Listen. Fine Skizze der aufgebauten
Strukturen findet sich im Anhang C. Der Aufbau dieser Strukturen ist zwar von der
Ordnung O(n), muf aber nur ein einziges Mal vor der Simulation durchgefiithrt werden
und ist somit fiir die Gesamtzeit der Simulation unerheblich.

4.2.3.2 Laufzeitverhalten

Zur Bestimmung der durchschnittlichen Rechenzeit fiir die Berechnung des Abstands
zwischen zwei Polyedern wurden verschiedene Geometrien verwendet. Das einfachste
Polyeder war ein Tetraeder, das komplizierteste war ein fast kugelférmiges Gebilde mit
462 Fcken, 1380 Kanten und 920 Flachen. Es wurde immer der Abstand zwischen zwei
gleichen Kérpern berechnet, wobei der eine um die X-Achse rotierte, der andere um die
Y-Achse. Bei einer Simulationszeit von 100 Sekunden mit einem Zeitschritt von 0.001
Sekunden wurde der Algorithmus 100000 mal abgearbeitet. Dabei zeigt sich, daf} die
Rechenzeit im Bereich von 70 us liegt.

Versucht man, den Abstand zweier Polyeder durch direktes Vergleichen aller Elemente
zu bestimmen, so ergibt sich schon im einfachsten Fall, dem des Tetraeders, bereits

5Da der Algorithmus ca. 3500 Zeilen lang ist, muf auf Ubersichtlichkeit und Kommentare viel
Wert gelegt werden.
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‘ Ecken ‘ Kanten ‘ Flachen ‘ Ges.

| 17 |27 [32.|472.|57.[6-Z. [ ps |

4 6 4 14 || 98290 | 1430 | 259 | 17 2 1 63
6 12 8 26 || 99803 | 196 0 0 1 1 83
12 30 20 62 || 99497 | 465 | 36 0 1 1 71
18 48 32 98 || 99703 | 296 0 0 0 1 69
22 60 40 122 1199702 | 222 | 75 0 0 1 72
42 120 80 242 1199164 | 737 | 97 1 0 1 76
32 150 100 302 1199563 | 292 | 144 | 0O 0 1 70
62 180 120 362 | 99544 | 430 | 25 0 0 1 60
72 210 140 422 1 99486 | 436 | 77 0 0 1 63
82 240 160 482 || 99442 | 549 8 0 0 1 70
102 300 200 602 | 99361 | 630 8 0 0 1 78
202 600 400 1202 || 98907 | 1057 | 35 0 0 1 74
302 900 600 1802 || 98271 | 1667 | 57 4 0 1 78
462 1330 920 2762 || 97661 | 2217 | 112 | 5 3 2 38

Tabelle 4.4: Zahl der Zyklen, die der closest-feature-Algorithmus braucht, um bei
100000 Berechnungen den minimalen Abstand zu finden.

t/10e-6 s
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1000

1500

2000
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2500 3000

Abbildung 4.13: Laufzeitverhalten des closest-feature- Algorithmus

eine Rechenzeit von ca. 3 ms, bei einem Icosaeder 55 ms. Vielleicht liefle sich dieser
Algorithmus durch geschickte Programmierung um den Faktor 2-10 beschleunigen,
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im Vergleich zu 70 ps erscheint dies aber unwichtig. Denn beim Tetraeder muf der
Abstand 14-14 = 196-mal berechnet werden, bei einem Icosaeder steigt diese Zahl dann
auf 3644 Vergleiche und bei dem komplexesten Korper auf 2762? = 7628644 Vergleiche.
Es tritt also nicht der Fall ein, dal der Algorithmus mit dem scheinbar schlechteren
Zeitverhalten O(n?) besser ist, weil sein Zeitbedarf fiir kleine n im Vergleich zum
scheinbar besseren O(n) oder O(const) geringer ist (sieh e auch Anhang E.1).

Somit ist es moglich, durch Kombination des closest-feature-Algorithmus — mit
Bounding—Boxes alle Kollisionen der Sandkorner mit O(n + k) zu bestimmen, d.h. die
Simulationszeit wird linear mit der Zahl der zu simulierenden Sandkérner wachsen.
Der closest-feature-Algorithmus liefert im Fall der Kollision einen Startpunkt fir die
Bestimmung des Overlappolygons. Aus dem Overlappolygon sollen dann die bei der
Kollision auftretenden Kréfte und Drehmomente berechnet werden.



Kapitel 5

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die Grundlagen von Simulationen fiir granulare Medien un-
tersucht. Es wurden Verfahren zu Berechnung von Schwerpunkt und Trégheitstensor
unregelméafiger konvexer Polyeder entwickelt. Um numerische Fehler bei der Darstel-
lung von Rotationen zu vermeiden, wurden QQuaternionen verwendet, die eine deutlich
stabilere und zuverldssigere Simulation erlauben. Als Differentialgleichungsléser wurde
der Gear-Predictor-Corrector verwendet, der in Bezug auf Genauigkeit und Energie-
erhaltung groflie Vorteile bietet. Auflerdem benétigt man nur eine Kraftberechnung
pro Zeitschritt. Fiir das Problem der Kollisionspriifung wurde eine mehrstufig Losung
entwickelt. Als erster Schritt wurde ein Verfahren fiir Bounding—Boxes eingefiihrt, das
mit O(n + k) arbeitet. Fiir die Bestimmung der Bounding-Boxes wurde ein Verfah-
ren basierend auf einem Ellipsoid entwickelt, das die Berechnung in konstanter Zeit,
unabhdngig von der Komplexitat des eingeschlossenen Polyeders, erlaubt. Fiir den
nachsten Schritt wurde der closest-feature-Algorithmus implementiert und untersucht.
Damit ist es moglich, unabhéngig von Form und Lage zweier beliebig komplizierter Po-
lyeder, deren Abstand in konstanter Zeit zu bestimmen. Diese Zeit liegt mit ca. 70 us
sogar unter der, die fiir den direkten Vergleich zweier Tetraeder benétigt wird.

Die Hauptursache fiir die Probleme bisheriger Simulationen liegen im Bereich der ver-
wendeten Algorithmen, die meistens mit O(n®) arbeiten. Eine Simulation, deren Zeit-
bedart nur linear mit der Zahl der simulierten Kérper ansteigt, scheint moglich. Aufler-
dem spricht nichts gegen die Verwendung von komplexeren Polyedern, man ist nicht
auf Kugeln beschrankt.

In Zukunft soll die Kraftberechnung aus dem Overlap zweier Polyeder erfolgen. In
zwel Dimensionen konnte dieses Verfahren schon von M. Bauernfeind erfolgreich gete-
stet werden. Dadurch wird dann auch die Haft- und Gleitreibung korrekt modelliert.
Dann kann man auch die Einschrankungen beurteilen, die bei bisherigen Simulationen
gemacht wurden. Dariiberhinaus kann dann auch der Einflufl der Zahl der Dimensionen
auf bisherige Simulationen bestimmt werden.

Um die Rechenzeit noch weiter zu verkiirzen, soll der Code noch parallelisiert werden
[Mat94]. Zukiinftig werden sich dann anspruchsvolle Simulationen mit einer grofien
Zahl komplexer Teilchen verwirklichen lassen. Ein grofles Interesse besteht an der Un-



54 KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNG

tersuchung von Trichtern. Die Frage ist, ob sich das Verstopfen eines Trichters durch
Dichteschwankungen o.4. ankiindigt, und ob es méoglich ist, das Verstopfen dann noch
zu verhindern. Ebenso soll der Einflul der Form des Trichters auf das Durchflulver-
halten untersucht werden.

Als Fernziel soll eine Simulation mit konkaven Polyedern entwickelt werden und aufer-
dem soll versucht werden, feuchte granulare Medien zu simulieren.



Anhang A

Quaternionen

A.1 Definitionen

Quaternionen kénnen auf verschiedene &quivalente Weisen definiert werden. Urspriing-
lich wurden sie von Hamilton als erweiterte komplexe Zahlen in der Form w-+ix+jy+kz,
definiert, wobei i? = j? = k? = —1, ij = k = —ji mit w, z,y, 2 € R gilt. Das eigentlich
Neue ist die Nichtkommutativitdt der Multiplikation.

Es ist inzwischen {iblich, die Zahlen z,y, z als Vektor zu bezeichnen, und w als Skalar.
Die Verkniipfungen zwischen Quaternionen werden dann auf der Basis von Skalar- und
Kreuzprodukt definiert.

Verschiedene Darstellungsméoglichkeiten fiir Quaternionen:

qd;f[w7v] ;VERB,U)ER

- [w7 (x7y72)] ;xvyvszER (Al)
:[w,x,y,z] ;$7y7Z,wER
:w-|-1:1?—|-Jy—|—kZ,w,:z;,y,zER,P:‘]z :k2: _171J:k: _jiawal’ayaZER

Vektoren v € IR? und Skalare kénnen in der Form

= 0
S [S ? ] (AQ)
und v =10, V]
geschrieben werden.
Die Addition erfolgt komponentenweise
ata’=[v, wl+, w]Z Vv, wtw] (A:3)

Die Multiplikation ist durch

def

(:1.(:1,:[71)7 \/']-[u)/7 V/] = [u}u}l—V'V'/7 UXU/—|—U)V/‘|‘U)/V] (A4)
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gegeben,wobei

(Pa)d’ = p(aq)
sq=qs=1[s, 0w, v] = [sw, sV]

und sehr wichtig fiir Formel 2.22
v =0, V][0, V]=[-v-Vv', vxV]

gilt.
Uber das Konjugierte -

und die Norm N(q)

de * *
N :qu =q'q=w+v-v=w'+2?+9* +2?

mit den Figenschaften

(@) =q

(Pa)" =q'p”
(Pta)'=q +p”
N(aq ’) = N(q)N(q )

wird das Inverse g1

definiert.
Quaternionen mit N(q) = 1 heiflen Einheitsquaternionen.

A.2 Quaternionen und Rotationen

(A.5)

(A.6)

(A.9)

(A.10)

Um den Zusammenhang zwischen Quaternionen und Rotationen darzustellen, muf}

folgendes bewiesen werden.

Sei p ein Punkt im dreidimensionalen Raum, dargestellt durch ein Quaternion; p =
[w, v]=[w, (z,y,2)]. AuBerdem sei q ein Quaternion ungleich Null.Dann gilt:
1. Das Produkt qpq~" fithrt p = [w, v] nach p’ = [w, V'] iiber, wobei N(v) gleich

N(v') ist

2. Jedes Vielfache # 0 von q gibt dasselbe Ergebnis
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VXV,

(@) Q aqvoq*

V vV

0

Abbildung A.1: Darstellung der Lage von v und vy fiir den Beweis der Rotation
mit Quaternionen.

3. Wenn N(q) =1 ist, dann ist q = [cos 2, Vsin Q] eine Rotation um v mit dem

Winkel 292
Zu 2:

Das Inverse von sq ist q~'s™! und die Multiplikation mit einem Skalar kommutiert.
Damit gilt

sqpq”lsT = qpqTssTh = qpq ! (A.11)

Man kann also 0.B.d.A annehmen, dafl q ein Einheitsquaternionen ist. Somit kann
man statt mit qpq~! mit qpq* arbeiten.

Zu 1:

Zuerst soll gezeigt werden, dafl w durch qpq* nicht verandert wird. Dazu wird 25(¢) =
q + q* definiert, wobei S dazu dient, den skalaren Anteil von q extrahieren; es ist also

S(p) = w. Wegen

25(qpq”) = (apq”) + (apq™)" = aqpq™ + qpq" =
=qa(p+p)d" =a(25(p) a” = 25(p)
wird aus [w , v] durch gpq* dann [w , v']. Da die Multiplikation keinen Einfluf} auf
die Norm hat, ist N(p) = N(p') und da w unverandert bleibt, ist dann N(v) = N(v')
Zu 3:
Gegeben seien, wie in Abbildung A.1 zu sehen, zwei Vektoren vy,vy, es gelte:
N(Vo) = N(Vl) =1
cos) =vy-vy

(Vo X vyq) (A.13)

|V0 X V1|

(A.12)

v =

q def vivy = [Vo- vy, Vo X vi] = [cosQ, vsinQ].
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Nun kann man zeigen daB (qvoq*)v; = v1vj gilt.

(avoq™)vi = (qvo(v1vg)")vi =
= qvo(vovy))Vvi =
= q(vovo)(Vivy) =
=q(-1)(-1) =

_ _ *
=q= VoV,

(A.14)

Dies bedeutet, dafl qvoq* in derselben Ebene wie vy und vy liegt und mit vy den
Winkel ) einschlieft. Zusétzlich kann man aus

(avig™)(aveq™)" = (a(qvo)d™)(aveq’)” = (d(aveq)(qveq”)" =q  (A.15)

folgern, daff auch (qviq*) in dieser Ebene liegt und mit (qvoq®) den Winkel © bildet.
Somit dreht q die Vektoren v0,vl um 2 mit ¥ als Rotationsachse. Nun muf die
Wirkung von q auf v untersucht werden. Wegen

qv =[cosQ, vsinQ][0, v] = [-Vsin Qv , Vvcos ] = (A.16)
=0, v][cosQ, vsinQ] = vq '
gilt dann qvq* = vqq* = Vv, also wird v nicht verandert, und die Bezeichnung als

Rotationsachse ist gerechtfertigt.

Nun mufl man auf einen beliebigen Vektor p verallgemeinern.

Da sich p = sovg + $1Vg + oV darstellen 148t, ergibt sich aufgrund der Bilinearitat
dann

d(sovo + s1vo + 52V)q" = q(sovo)q” + q(s1vo) + ¢(s2V)q" =

o A17
= s0q(vo)q" + s19(vo) + s2¢(V)q", ( )

die Einzelterme aber wurden bereits untersucht. Somit dreht also q jeden Vektor mit
20 um v.

Die Kombination zweier Rotationen, wobei zuerst mit q, dann mit q, gedreht wird,
ist durch q = q,q, gegeben, da

a; (9,p93)q; = (a19,)p(a,91)” = apq” (A.18)

gilt.
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A.3 Umwandlung Quaternion—Rotationsmatrix
Die Matrix R, die die gleiche Drehung wie q = [w , («,y, z)] ausfiihrt, ist durch

L—2(y*+ 2%  2(ay —w2) 2(xz + wy)
R = 2@y +wz)  1—22*+2%)  2yz — wa) (A.19)
2(xz —wy) 20yz +wr) 1 —2(z* 4 y?)
gegeben.
Umgekehrt kann man q = [w , (2,y,2)] aus R folgendermaflen bestimmen:

1
w = 5 (TrR+1)
Rs o

(TrR+1)
Ris (A.20)

(TrR+1)
Ry

(rR+1)

y:

z =
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Anhang B

Insertion-sort

Insertion-sort ist ein elementarer Algorithmus zum Sortieren von Datensédtzen. Es ent-
spricht weitestgehend dem Verfahren, das der Mensch beim Sortieren von Spielkarten
verwendet.

Es wird jetzt angenommen, dafl man so sortieren will, dal am FEnde die Daten in
aufsteigender Reihenfolge vorliegen; fiir absteigende Sortierung lauft das Verfahren
analog. Man arbeitet mit zwei Bereichen, einer, in dem die bereits sortierten Daten
stehen und einem, der die noch einzusortierenden Datensitze enthilt.!

Man entnimmt der unsortierten Liste das Element, das in der Liste ganz vorne steht.
Man vergleicht die nun nacheinander mit den Elementen aus der sortierten Liste, wobei
man bei den gréften Elementen beginnt. Ist das neu einzuordnende dann gréfler als
das Vergleichsobjekt, wird es nach diesem eingefiigt.

Nach Sedgewick [Sed92] ben6tigt Insertion-sort im Durschnitt bei zufallig verteilten Da-
ten NT2 Vergleiche und %2 Austauschoperationen. Das Zeitverhalten geht mit O(n?),
dies ist in Abbildung B.2 eindeutig erkennbar. Liegen die Daten in ,falscher® Rei-
henfolge vor, muf} also aus einer absteigenden Zahlenfolge eine aufsteigende gemacht
werden, sind N72 Vergleiche und NT2 Vertauschungen notwendig. Zwar geht auch hier
der Zeitaufwand mit O(n?), die wirkliche Rechenzeit ist aber genau doppelt so grof.
Es ist zu bedenken, dafl O(n) immer ohne Vorfaktoren angegeben wird, siehe auch
Anhang E.1.

Der fiir die Simulation interessanteste Fall ist allerdings eine ,fast® geordnete Liste.
Dazu soll als Grenzfall die geordnete Liste betrachtet werden. Fiir jedes Element
muf} nur mit seinem Vorgénger verglichen werden, Austauschoperationen sind nicht
notig. Der Rechenzeitbedarf ist also von der Ordnung O(n). Bei der nicht vollstandig
geordneten Liste nimmt man an, dafl insgesamt fiir alle Elemente noch zusétzlich k
Vergleiche und Vertauschungen am Listenende benétigt werden, dabei sollte & nicht
grofer als einige n werden, und so klein wie moglich sein.? Der Zeitbedarf geht dann
mit O(n + k), ist also wie man auch in Abbildung B.3 sieht, linear. Fiir diesen Fall ist

'Im Programm selber trennt man diese beiden nicht mehr strikt, sondern verwendet entweder zwei
Teile eines Arrays, oder man teilt die linear verkettete Liste geeignet.
2% gibt dann an, um wieviele Platze ein Element im Durchschnitt falsch liegt.
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Insertion-sort jedem , besseren®, komplexen Verfahren wie z.B Quicksort, Heap Sort

0.4 deutlich tiberlegen.

Insertion-sort implementiert mit FORTRAN 90.

program inssort
implicit none
cond -g&--1
¢ Variablendeklarationen
integer,parameter :: maximal=10000
integer :: N
double precision,dimension(:),pointer ::
integer cnt
¢ Vorarbeiten
allocate(liste(maximal+1))
liste(1)=-32000 ! Sentinel
N=100
¢ Hauptprogramm
do cnt=1,N
liste(cnt+1)=cnt+((4.0xrand())-2.0) ! Fast sortiert
liste(cnt+1)=maximal-cnt ! schlechteste Sortierung
liste(cnt+1)=100000*rand () ! zuféllig verteilt
end do
call sort(liste,N)
¢ Ausgabe
write (*,%*) ’Sortierte Liste’
do cnt=1,N
write (*,*) liste(cnt+1)
end do
¢ Programmende

3

o

liste

! Speicherplatz belegen

! Zahl der zu sortierenden Elemente

[4
[4

! Die Sortierung selbst

Start:

AT
AL [MSIT
0 W[
ence: [ 1[1[LMNGIS]T]

© © N o 0 &M W DN P

[>]

=1=]

=lel=]

===

MMMEH

[cllc]lcllolln]lu]ll]
E@iiiiiiiii

z

(cllcllc]lc]

contains
com
subroutine sort(liste,N)

double precision,dimension(:),pointer :: liste

integer N

¢ first written on 06/30/1995

¢ rev 1.0

cond -g&--1 3 4 5 6

¢ lokale Variablen

double precision vgl_element ! Einzusortierendes Element
integer cnt,pos ! Zaehler

do cnt=3,N+1 ! Schleife ab dem 2. Listenelemente

pos=cnt ! von hier aus rueckwaerts testen

vgl_element=liste(cnt) ! das muss einsortiert werden
do while(vgl_element.le.liste(pos))
pos=pos-1 ! korrekten Platz suchen

end do
liste(pos+2:cnt)=liste(pos+i:cnt-1) l!eine Position nach rechts
liste(pos+1)=vgl_slement
end do
end subroutine sort

end program inssort

s iMuL/AT] 1[oN

Abbildung B.1: Hier wird schematisch Insertion-sort dargestellt. Die Buchstaben des
Wortes ,,SIMULATION® sollen geordnet werden. Links der Trenn-
linie ist der bereits sortierte Bereich. In jedem Schritt mufl dort
mit Hellgrau unterlegten Buchstaben verglichen werden, bis der kor-

rekte Platz gefunden wurde. Rechts sind die noch einzuordnenden
Zeichen, die schwarzen Késtchen sind im jeweiligen Schritt noch un-

wichtig.
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Abbildung B.2:

Abbildung B.3:

Rechenzeit 1/s
al
T

worst-case

O L L L L L L L I}
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Lange der zu sortierenden Liste

Lautfzeitverhalten von Insertion-sort: Sortiert wurden verschieden
lange Listen in aufsteigende Reihenfolge sortiert. Dabei waren die
zu sortierenden Listen entweder zutéllig belegt, oder im ,,worst-case®
abfallend angeordnet. Sehr gut ist die Ordnung O(n?) des Laufzeit-
verhaltens zu erkennen.
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0.016 -
0.014-
0.0121

0.011

0.008 -

Rechenzeit 1/s

0.006 -
fast sortierte Liste
0.004

0.002

| | | | | | | | |
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Lange der zu sortierenden Liste

Im Fall einer fast sortierten Liste ist das Laufzeitverhalten von
Insertion-sort fast linear.
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Anhang C

closest-feature-Algorithmus

Das nachfolgende FORTRAN 90-Programmfragment ist die Kernroutine des closest-
feature-Algorithmus und stammt aus dem Programm, das wahrenden der Diplomarbeit

entwickelt wurde:

com

subroutine closest_features(particlel,cfl,particle2,cf2,
# distance,time_step)

type (polyeder) particlel,particle2

type (feature) cfi,cf2

double precision distance

integer time_step

¢ function

¢ first written on 5/4/1995

¢ rev 1.0
¢ rev 1.1 Einf'urung von time_step
cend -g--1 3 4 5 6

¢ lokale Variablen
integer cycle_cnt
double precision dummy
cycle_cnt=0
distance = -infinity
do while (distance.lt.0.0)
cycle_cnt=cycle_cnt+1
if (cycle_cnt.eq.100) then
call cycle_check
end if
select case(cfiifeature_type)
case (T_VERT)
select case(cf2ifeature_type)
case (T_VERT)
Fall 1: particlel->vertex und particle2->vertex
call check_vertex_vertex (cflip_vertex,cf2¥p_vertex,

o

# distance,time_step,
# cfi%feature_type, cf1%p_vertex, cfi%p_edge,cfilp_face,
# cf2%feature_type, cf2%p_vertex, cf2%p_edge,cf2lp_face)

case (T_EDGE)
Fall 2: particlel->vertex und particle2->edge
call check_vertex_edge (cf1¥p_vertex,cf2lip_edge,

o

# distance,time_step,
# cfi%feature_type, cf1%p_vertex, cfi%p_edge,cfilp_face,
# cf2%feature_type, cf2%p_vertex, cf2%p_edge,cf2lp_face)

case (T_FACE)
Fall 3: particlel->vertex und particle2->face
call check_vertex_face(cfl¥p_vertex,cf2ip_face,

o

# distance,time_step,
# cfi%feature_type, cf1%p_vertex, cfi%p_edge,cfilp_face,
# cf2%feature_type, cf2%p_vertex, cf2%p_edge,cf2lp_face)

oend select

case (T_EDGE)

select case(cf2Yfeature_type)
case (T_VERT)

o

Fall 4: particlel->edge und particle2->vertex
call check_vertex_edge (cf2¥p_vertex,cfilp_edge,

# distance,time_step,
# cf24feature_type, cf2%p_vertex, cf2%p_edge,ct2)p_face,
# cfi%feature_type, cf1¥p_vertex, cfi%p_edge,ctilp_face)

case (T_EDGE)
Fall 5: particlel->edge und particle2->edge
call check_edge_edge (cf1lp_odge,cf2Up_edge,

o

# distance,time_step,
# cfi%feature_type, cf1%p_vertex, cfi%p_edge,cfilp_face,
# cf24feature_type, cf2%p_vertex, cf24p_edge,ct2)p_face)

case (T_FACE)
Fall 6: particlel->edge und particle2->face
call check_edge_face (cfllp_odge,cf2ip_face,

o

# particle2,

# distance,time_step,

# cfi%feature_type, cf1%p_vertex, cfi%p_edge,cfilp_face,
# cf24feature_type, cf2%p_vertex, cf24p_edge,ct2)p_face)

oend select
case (T_FACE)
select case(cf2Yfeature_type)
case (T_VERT)
Fall 7: particlel->face und particle2->vertex
call check_vertex_face(cf2ip_vertex,cfiip_face,

o

# distance,time_step,
# cf24feature_type, cf2%p_vertex, cf2%p_edge,ct2)p_face,
# cfi%feature_type, cf1¥p_vertex, cfi%p_edge,ctilp_face)

case (T_EDGE)
Fall 8: particlel->face und particle2->edge
call check_edge_face (cf2)p_odge,cfilp_face,

o

# particlel,

# distance,time_step,

# cf24feature_type, cf2%p_vertex, cf2%p_edge,ct2)p_face,
# cfi%feature_type, cf1¥p_vertex, cfi%p_edge,ctilp_face)

case (T_FACE)
Fall 9: particlel->face und particle2->face
call check_face_face (cf1p_face,cf2ip_face,

o

# particlel,particle2,
# distance,time_step,
# cfi%feature_type, cf1%p_vertex, cfi%p_edge,cfilp_face,
# cf24feature_type, cf2%p_vertex, cf24p_edge,ct2)p_face)

oend select
oend select
end do
ond subroutine closest_features
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Dieses Flufidiagramm stellt die Grundstruktur fiir die einzelnen Tests beim closest-
feature-Algorithmus dar:

START

closest_feature

Berechnung
Pra und pyy

Berechnung
von Vi,

Suche neues f4

Berechnung
von Vi,

Suche neues fp

STOP

closest_feature

Abbildung C.1: Flufidiagramm fiir den closest-feature-Algorithmus . Dabei sind fy4
/B Elemente der Polyeder A B, V;,,V;, diezu f4 bzw. fg gehérigen

Voronoiregionen, und py,,ps, die sich nédchsten Punkte auf f4 und

I .
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Die nachfolgenden Beschreibungen stammen aus [Lin93], sie enthalten alle Sonderfalle,
die zu beriicksichtigen sind, wenn es notwendig ist, zwei Flachen, oder eine Flache und
eine Ecke zu priifen:

Given an edge F and a face F, the algorithm first checks IF ¥ AND F ARE PARAL-
LEL, i.e. the two endpoints Hg and T are equi-distant from the face I (i.e their signed
distance is the same). the signed distance between Hp and F can be computed easily

by Hg - Np where N is F’s unit outward normal and similarly for the signed distance
between F and Hp

THEN, when the head Hg and the tail T of the edge E are equi-distant from the face
F, the subroutine checks IF £ INTERSECTS /S PRISM REGION, (i.e. the region
bounded by F’s constraint planes constructed from the edges in F’s boundary).

THEN, if F intersects the prism region of I, the algorithm checks IF THE HEAD
Hg (OR TAIL Ty OF E LIES ABOVE THE FACE F.

THEN, it will check IF THE FACE OUTWARD NORMAL Ny IS
”BOUNDED”BY THE NORMALS OF THE EDGE’S LEFT AND
RIGHT FACES, say N;, and Ng respectively, to verify that the face F' lies
inside the Voronoi region of the Edge F., not in the Voronoi region of F’s left
or right face (Fy, and Fr). This is done by checking if (N7 x E)-N; > 0 and
(E x Np)- N; > 0, where Np is the outward normal of the face F, E is the
edge vector, and Ng,Ny denote the outward normal of the edge’s right and
left face respectively.

THEN, the edge F and the face I’ will be returned as the closest feature
pair, since I and F' lie within the Voronoi region of each other.

ELSE, it return the right or left face (Fy, and Fgr) of F, which ever is
closer to F

ELSE, when the head Hg (implies F also) lies beneath F', then it will invoke
a subroutine e-find-min which finds the closest feature on the polyhedron B
containing F to F by enumerating all th features on B. Then the algorithm
will return £ and this new feature fg as the next candidates for the closest
feature pair verification

ELSE, F does not intersect the prism defined by F’s boundary edges, then there is
at least one edge of F’s boundary which is closer to F than the interior of Fis to F
(by the definition of Voronoi region). So, when the test failed, it calls a constant time
routine (which takes time proportional to the constant number of faces boundary)
and returns the edge F and the closest edge or vertex, say fr, on the boundary to

.
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ELSE, the algorithm checks IF ONE END POINT LIES ABOVE THE FACE F
AND THE OTHER LIES BENEATH F.

THEN, if so there is one edge on F’s boundary which is closer to F than the
interior of F. So, the algorithm will find the closest edge or vertex fp, which has
the minimum distance to £ among all edges and vertices in F’s boundary, and
return (F,f;) as the next candidate pair.

ELSE, one endpoint Hg(or Tg) of E is closer (the magnitude |V, - Np| instead of
the signed distance is used for comparison here) to F' than the other endpoint, the
algorithm will check IF THE CLOSER ENDPOINT Vy LIES INSIDE OF
F'S PRISM REGION (bounded by constraint planes generated by the edges in
F’s boundary), Cellp, as in the vertex-face case.

END

THEN, if closer endpoint Fg lies inside of F’s prism region, then the algo-
rithm will next verify IF THIS ENDPOINT LIES ABOVE THE FACE
F (to detect a local minimum of distance function).

THEN, if Vg (the closer endpoint to F) is above F' the algorithm next
verifies IF THE CLOSEST POINT Pr ON F TO Vg SATISFIES
Ve’S APPLICABILITY CONSTRAINTS.

THEN, if so the algorithm returns Vg and F as the closest feature
pair.

ELSE some constraint plane in Vg’s Voronoi cell Celly, is vio-
lated. This constraint plane is generated by an edge, say E’, in
Vg’s coboundary. This edge E’ is closer to F, so the algorithm
will return (E’,F) as the next candidate pair.

ELSE, if the closer endpoint Vg of F lies beneath F', then the algorithm
finds the closest feature Fp on the polyhedron B to V. The algorithm
return (V.,fn as the next candidate feature pair.

ELSE, if the closer endpoint Vg of E to F lies outside of F’s prism region,
then there is one edge on F’s boundary which is closer to F than the interior
of F. So, the algorithm will find the closest edge or vertex fp, which has the
minimum distance to £ among all edges and vertices in F’s boundary, and
return (F,fp) as the next candidate pair

(0) Given two faces, Fly and Fg, the algorithm first checks IF THEY ARE PARALLEL.
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THEN, if they are parallel, it invokes a subroutine which runs in constant time (propor-
tional to the product of numbers of boundaries between two faces, which is a constant
after subdivision) to check IF THE ORTHOGONAL PROJECTION OF /4 ON
THE PLANE OF Fg OVERLAPS Fpg (i.e Fy intersects the prism region of Fp).

(1) THEN, if they overlapped, the algorithm next checks IF P4 (implies F4 as
well, since the two faces are parallel) LIES ABOVE Fpg, where P4 is one of the
points on F4 and its projection down to Fp is in the overlap region.

(2) THEN, if P4 (thus F4) lies above Fg, the algorithm next checks IF Pg
THUS Fg) ALSO LIES ABOVE Fy4, where Pg is one of the points and
its projection down to Fpg is in the overlap region.

(3) THEN, if Pp (thus Fg) is above F4 and vice versa, we have a pair
of closest points (P4,Pp) satisfy the respective applicability constraints
of Fg and F4. so, P4 and Pp are the closest points on A and B; and
the features containing them, F4 and Fp, will be returned as the closest
features.

(4) ELSE, if Pg (thus Fp) lies beneath F4, then the algorithm finds the
closest feature f4 on polyhedron A containing F4 to Fp by enumerating
all features of A to search for the feature which has minimum distance
to Fg. So, the new features (f4,F5) is guaranteed to be closer than

(Fa,FB).

(5) ELSE, if P4 (thus F4) lies beneath Fp then the algorithm finds the closest
feature fg on polyhedron B containing Fg to Fy and returns (F4,f;) as the
next candidate feature pair. This pair of new features has to be closer than
F4 to Fp since f;, has the shortest distance among all features on B to Fy.

(6) ELSE, if Fy and Fp are parallel but the projection of F4 does not overlap
Fp, a subroutine enumerates all possible combination of edge-pairs (one from the
boundary of each face respectively) and computes the distance between each edge—
pair to find a pair of closest edges which has the minimum distance among all. This
new pair of edges (F4,Ep) is guaranteed to be closer than the two faces, since two
faces F4 and Fg do not contain their boundaries.

(7) ELSE, id F4 and Fp are not parallel, this implies there is at least one vertex or edge
on Fy closer to Fg than F4 to Fp or vice versa. So, the algorithm first finds the closest
vertex or edge on F4 to the plane containing Fp, ®p5.

(8) comVERTEX: if there is only a single closest vertex V4 to the plane containing
Fg, Vy is closer to Fg than I is to Fp since two faces are not parallel and their
boundaries must be closer to each other than their interior. Next the algorithm
checks if V4 lies within the voronoiregion of Fpg.
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(9) THEN, if so V4 and Fg will be returned as the next candidate pair.

(10) ELSE, the algorithm finds the closest vertex (or edge) on Fp to ® 4, and
proceeds as before.

(11) comVERTEX: if there is only a single vertex Vp closest to the plane
® 4 containing Fls, the algorithm checks if Vg lies inside of F4’s Voronoi
region bounded by the constraint planes generated by the edges in Fz’s
boundary and above Fjy.

(12) THEN, if Vg lies inside of F4’s Voronoi region, then F4 and
Vp will naturally be the next candidate pair. This new pair of
features is closer than the previous pair as already analyzed in

(10).

(13) ELSE, the algorithm performs a search of all edges from the
boundary of Fy and Fg and returns the closest pair (F4,EB) as
the next candidate feature pair.

(14) EDGE:, similarly if the closest feature on Fp to ®4 is an edge
FEp, the algorithm once again checks if Ep cuts F4’s prism to determine
whether F4 and Fp are the next candidate features.

(15) THEN, the algorithm checks IF THE END POINT OF
Ep LIES ABOVE I'4.

(16) THEN, the new pair of candidate features is F4 and
FEp since Ep lies within F4’s Voronoi region.

(17) ELSE, the algorithm searches for the closest feature f4
which has the minimum distance among all other features on
A to Ep and returns (f4,EpB) as the next pair of candidate
features.

(18) ELSE, if not, then this implies that neither face contains the
closest points since neither Fy nor Fp’s Voronoi regions contain
a closest point from the other’s boundary. So, the algorithm will
enumerate all the edge—pairs in the boundaries of F4 and Fp to
find the pair of edges which is closest in distance. This new pair
of edges (F4,Ep) is guaranteed to be closer than two faces.

(19) EDGE: if there are two closest vertices on Fy4 to ®p, then the edge E4
containing the two vertices is closer to ®p than F4 is. Next, the algorithm checks
IF F4 INTERSECTS THE PRISM REGION OF Fpg, as in the edge-face

case.
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(20) THEN, the algorithm checks IF THE END POINT OF E4 LIES
ABOVE Fg.

(21) THEN, if so the edge F4 and Fp will be returned as the next
candidate pair.

(22) ELSE, the algorithm searches for the closest feature f, which has
the minimum distance among all other features on B to F 4 and returns
(F4, fy) as the next pair of candidate features.

(23) ELSE, if this is not the case, then the algorithm finds the closest vertex

(or edge) on Fg to the plane containing F4, say ®4 and proceeds as before,
from block (11) to block (18).

END

Nachfolgend sind die grundsétzlichen Dateistrukturen und deren Verkniipfungen dar-
gestellt:

VERTEX CELL CELL CELL

veell 4 next L next 4 next [
edgel o neighbour neighbour neighbour
next e EDGE_LIST] nvertex @ nvertex ® nvertex ®
e [ nedge o nedge (S| nedge *
next e nface [ nface [J nface L4
VERTEX
vcell I EDGE
edgel o — EDGE_LIST|
next o e -
next e
EDGE
VERTEX -
EDGE_LIST)| H
e L eoee
next e next e EDGE

Abbildung C.2: Datenstruktur einer Ecke. Pfeile représentieren Pointer, Boxen stel-
len Strukturen dar. Die zusédtzliche verkettete Liste der Kanten ist
nétig, da die Zahl der Kanten, die in einer Fcke zusammentreffen,
nicht festgelegt ist.
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EDGE
veell . CELL CELL CELL CELL
fright [ next [ next [ next [ next [
fleft LS neighbour neighbour neighbour neighbour
T . nvertex ® nvertex ® nvertex ® nvertex ®
H . nedge [ nedge ° nedge ®— [nedge 1
next e nface F] nface ] nface [ nface [
FACE
EDGE
veell o
fright o —
fleft o FACE
T -
H -
next e
VERTEX
EDGE
VERTEX
next e

Abbildung C.3: Datenstruktur einer Kante. Pfeile repréasentieren Pointer, Boxen
stellen Strukturen dar.

FACE
veell hd CELL CELL CELL
edgel o next [ next [ next [
edge2 o neighbour neighbour neighbour
edge3 [ nvertex ® nvertex @ nvertex @
next e nedge o nedge ] nedge *
nface (3 nface . nface L
FACE EDGE
veell [
edgel [
edge2 *
edge3 > EDGE
next e
EDGE
FACE
next e

Abbildung C.4: Datenstruktur einer Flache. Pfeile repriasentieren Pointer, Boxen
stellen Strukturen dar.



Anhang D

Befehlsworte in der
Enviroment-Datei

Zuléssige Variablen im GRAFIK—Bereich

STD_FONT -1 Schriftart fiir KOS, etc. Tab.: D.2
STD_SIZE 4 mm || Standartschrifthohe >0
TITEL X 240 | mm || X-Koordinate der Titelzeile

TITEL.Y 265 | mm || Y-Koordinate der Titelzeile

TITEL_FONT -1 Schriftart fiir die Titelzeile Tab.: D.2
TITEL SIZE 8 mm || Schrifthohe fiir die Titelzeile >0

TEXT_LEFT 26 mm || siehe Abb.: D.1

TEXT_TOP 250 | mm || siehe Abb.: D.1

TEXT DIST 10 mm || siehe Abb.: D.1

TEXT_FONT -1 Schriftart fiir Mef3werte Tab.: D.2

TEXT_SIZE 4 mm || Schrifthohe fiir Mefwerte >0

V_COLOR 1 0 alle Teilchen werden in derselben Farbe 0-7
gezeichnet

1 v = v, bis v = V4
2 linear bis ca. v > 107"
3 linear bis ca. v > 100%™

4 linear bis ca. v > 1000
5 linear bis ca. v > 10000™
6 logy, bis ca. v > 10000=%

7 log, bis ca. v > 647

S

SCR_XMIN 100 | mm || Xy fiir den Zeichenbereich von gr3 ?
SCR_YMIN 30 mm || Yy, fiir den Zeichenbereich von gr3 ?
SCR_XMAX 370 | mm || Xyuae flir den Zeichenbereich von gr3 ?
SCR_YMAX 255 | mm || Y fiir den Zeichenbereich von gr3 ?

Fortsetzung auf der ndchsten Seite
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Fortsetzung der letzten Seite

Name Std. | Eh. || Erklarung zuldssig
AXS _XMIN -1 LFE || X, fiir den Wertebereich der KO-Achsen <AXS_XMAX
AXS_YMIN -1 LE || Y,;, fir den Wertebereich der KO-Achsen <AXS_YMAX
AXS_ZMIN -1 LE || Z,,;, fiir den Wertebereich der KO-Achsen <AXS_ZMAX
AXS_XMAX 20 LE || X, fiir den Wertebereich der KO-Achsen >AXS_XMIN
AXS_YMAX 20 LE || Y, .. fir den Wertebereich der KO-Achsen >AXS_YMIN
AXS_ZMAX 20 LE || Z,,., fiir den Wertebereich der KO-Achsen >AXS_ZMIN
SCL_XMIN -1 LE || X, fiir die Beschriftung der KO-Achsen <SCL_XMAX
SCL_YMIN -1 LE || Yy, fiir die Beschriftung der KO-Achsen <SCL_YMAX
SCL_ZMIN -1 LE || Z,;y fir die Beschriftung der KO-Achsen <SCL_ZMAX
SCL_XMAX 20 LE || X4z fiir die Beschriftung der KO-Achsen >SCL_XMIN
SCL_YMAX 20 LE || Y, fiir die Beschriftung der KO-Achsen >SCL_YMIN
SCL_ZMAX 20 LE || Z, fiir die Beschriftung der KO-Achsen >SCL_ZMIN
X_ANGLE 0 rad || Drehung des KOS um die X-Achse bei der 027
Darstellung
Y_ANGLE 0 rad || Drehung des KOS um die Y-Achse bei der 027
Darstellung
Z_ANGLE 0 rad || Drehung des KOS um die Z-Achse bei der 027
Darstellung
X_ROTSPEED 0 T‘;—d Winkelgeschw. des KOS um die X-Achse bei >0
der Darstellung
Y_ROTSPEED 0 T‘;—d Winkelgeschw. des KOS um die Y-Achse bei >0
der Darstellung
Z_ROTSPEED 0 T‘;—d Winkelgeschw. des KOS um die Z-Achse bei >0
der Darstellung
PLOTTYPE 0 0=ALL alle Linien werden gezeigt 0-2
1=HID Hidden Line Algorithmus
2=MIX verdeckte Linien
Zuléssige Variablen im GLOBAL—Bereich
BBOX 1 1= FEllipsoid Methode fiir BB 0,1
0= Min-Max Methode fiir BB
RAND_SEED | 4711 Seed fiir den Zufallszahlengenerator
TIME_START | 0.0 s Beginn der Zeitmessung
TIME_ENDE 0.0 s Ende der Zeitmessung
TIME_STEP 0.1 s Schrittweite der Zeitmessung
MESS_TIMES 1 Zeitschritte zwischen zwei Messungen
0 = Nur Messung der Anfangskonfiguration
< 0 = Keine Messung
MESS_TIMES 1 Zeitschritte zwischen zwei Bildschirmupdates

0 =
ration

Nur Darstellung der Anfangskonfigu-

Fortsetzung auf der ndchsten Seite
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Fortsetzung der letzten Seite

Name Std. | Eh. || Erkldrung zuldssig
< 0 = Keine Messung

SAND_X0 0 LFE || X-Koordinate der l.u. Ecke des Sandquaders

SAND_YO 0 LFE || Y-Koordinate der l.u. Ecke des Sandquaders

SAND_Z0 0 LE || Z-Koordinate der l.u. Fcke des Sandquaders

SAND XSIZE | 10 LFE || Breite des Sandquaders

SAND_YSIZE | 10 LFE || Tiefe des Sandquaders

SAND_ZSIZE | 10 LFE || Héhe des Sandquaders

SAND A _LEN 1 LFE || Linge der 1. Halbachse des Ellipsoids
SAND B_LEN 1 LFE || Linge der 1. Halbachse des Ellipsoids
SAND _C_LEN 1 LFE || Linge der 1. Halbachse des Ellipsoids
SAND DIST 2 LE || Abstinde der Sandkoérner zu Beginn

Zuléssige Variablen im GEOMETRY-Bereich

RHO 1 kg Dichte des Wandstiickes

’T)’]’T)’]2

VIS_TRIS ntri Zahl der Dreiecke, die sichtbar sind 0 — ntre

Tabelle D.1: Befehlsworte in der Enviroment-Datei. Mit diesen Parametern kann
das gesamte Programm gesteuert werden. Es kénnen die verschiedenen
Darstellungen gewdhlt und die Konstanten festgelegt festgelegt werden,
ohne daf} eine Neucompilieren notwendig ist.
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Abbildung D.1:

X_TI TEL

GRANU3D 1.0

TITEL_SI ZE

Y_TI TEL

Nul | punkt

Bedeutung der Parameter, mit denen die Darstellung am Bildschirm

TXT_TOP .
-~

¥y TXT_LEFT
ot

TXT_DI ST

o TXT_S| ZE

S
L o = v w

beeinflufit werden kann.

s v 9 N @® ©

>

Fontname proportional | proportional | &quidistant | Aquidistant
kursiv kursiv
Standart -1 -101 -201 -301
Standart Thick -2 -102 -202 -302
Standart Filled -51 -151 -251 -351
Roman -3 -103 -203 -303
Roman Thick -4 -104 -204 -304
Italic -5 -105 -205 -305
Italic Thick -6 -106 -206 -306
Seript -7 -107 -207 -307
Script Thick -8 -108 -208 -308
Gothic English -9 -109 -209 -309
Gothic German -10 -110 -210 -310
Gothic Italian -11 -111 211 -311
Greek Sonderzeichen -13 -113 -213 -313

Tabelle D.2: GKS-Fonts




Anhang E

Verschiedenes

E.1 O-Terminologie

O ist das Landausche Groflenordnungssymbol, das bedeutet, dal nur die hoéchste
Potenz angegeben wird, von der eine Funktion abhdngig ist, nicht die niedrigeren
Potenzen oder Vorfaktoren. O besagt dann, daB Terme niedrigerer Ordnung ver-
nachlassigt werden. [ ist im folgenden die Systemgrofe.

Rechenregeln:

O([m 4 ln) O(zmax(m,n))
O™y O(I") = O(I"™*")
O™ + const) = (’)(lm))

(E.1)

Vorsicht: Die Aussagen der Big-O-Terminologie gelten nur fiir die GroBenordnung,
nicht fiir die absolute Rechenzeit. Bestimmend ist oft der Vorfaktor. Dadurch kann
manchmal die Verwendung von ,,theoretisch® ungiinstigeren Algorithmen zu schnelleren
Programmen fiithren, wenn [ klein ist.

E.2 Programme fiir MAPLE

Der folgende Code berechnet die maximale Ausdehnung eines Ellipsoids in Richtung
der Koordinatenachsen.

> # MAPLE-Programm zur Berechnung der Minima und Maxima eines Ellipsoids
> # in Bezug auf die Koordinatenachsen

> restart;

> with(plots):with(linalg) :with(plots):

> # Variablendeklarationen

> loes:=vector(6) :erg:=vector(6):gl:=vector[6]:

> nl:=’n1’:n2:=’n2’:n3:=’n3’:n4:=’n4’:n5:="nb’:n6:=’n6"’ .
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xs:=vector(3) :x:=vector(3) :ri:=matrix(3,3) :r:=matrix(3,3):
ri:=transpose(r):

# Antisymmetrie der Rotationsmatrix
ri[1,2]:=-ri[2,1]:ri[1,3]:=-ri[3,1]:ri[3,2]:=-ri[2,3]:

# Transformiertes Ellipsoid

xs:=multiply(ri,x):

gl:=xs[1]**2/a**x2+xs [2] **2/b**2+xs [3] **2/c**2;
gl:=expand(gl,{x[1],x[2],x[3]1}):
glx:=nlxx[1]*x[2]+n2%x [1]*x [3]+n3*x [2] *x [3] +n4*x[1] "2+n5*x[2] "2+n6*x[3] ~2;
# Vereinfachung und Bestimmung von nil,...,n6
match(gl=glx,{x[1],x[2],x[3]},’1sg’):

# Auflésen der Ellipsoid-Gleichung nach X,Y,Z

glxl:=solve(glx=1,x[1]):

glx2:=solve(glx=1,x[2]):

glx3:=solve(glx=1,x[3]):

# Bestimmung der Gleichungssysteme fir die Maximalwerte
glsysx11l:={simplify(diff (glx1[1],x[2]))=0,simplify(diff(glx1[1],x[3]))=0}:
glsysx12:={simplify(diff (glx1[2],x[2]))=0,simplify(diff(glx1[2],x[3]))=0}:
glsysx21:={simplify(diff (glx2[1],x[1]))=0,simplify(diff(glx2[1],x[3]))=0}:
glsysx22:={simplify(diff (glx2[2],x[1]))=0,simplify(diff(glx2[2],x[3]))=0}:
glsysx31:={simplify(diff (glx3[1],x[1]))=0,simplify(diff(glx3[1],x[2]))=0}:
glsysx32:={simplify(diff (glx3[2],x[1]))=0,simplify(diff(glx3[2],x[2]))=0}:
# Bestimmung der Lodsungen der obengenannten Gleichungssysteme

loes[1] :=solve(glsysx11l,{x[2],x[3]1}):

loes[2] :=solve(glsysx12,{x[2],x[3]1}):

loes[3] :=solve(glsysx21,{x[1],x[3]1}):

loes[4] :=solve(glsysx22,{x[1],x[3]1}):

loes[5] :=solve(glsysx31,{x[1],x[2]}):

loes[6] :=solve(glsysx32,{x[1],x[2]}):

# Ersetzten der Abkiirzungen ni,...,n6

assign(lsg) ;

:=vector(3):assign(loes[1]) :ergl1] :=(simplify(glx1[1])):
:=vector(3):assign(loes[2]) :ergl2] :=(simplify(glx1[2])):
:=vector(3):assign(loes[3]) :ergl3] :=(simplify(glx2[1])):
:=vector(3):assign(loes[4]) :ergl4] :=(simplify(glx2[2])):
:=vector(3):assign(loes[5]) :ergl5] :=(simplify(glx3[1])):
:=vector(3):assign(loes[6]) :ergl6] :=(simplify(glx3[2])):

Generierung des FORTRAN- Programms

fortran(erg,optimized,mode=double) ;

# PROGRAMMENDE

H oM M oM M MM

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

Mit dem folgenden Programm berechnet Maple Volumen, Schwerpunkt und Tragheits-
tensor einer Pyramide, die die Bedingungen aus Gleichung 3.3 entspricht. Auflerdem
wird die Rotationsmatrix 3.5 bestimmt.

> with(linalg):
> # Deklarationen
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r:=[x’,y’,’z’]:
sp:=vector(3):
jx:=matrix([[y*y+z*z,-x*y,-x*z], [-x*y,z*z+x%x,-y*z] , [-x*z,-y*z ,x*x+y*y]]) :
a:=’a’:b:=’b’:c:=’c’:d:=’4d":
tmp:=(y-d*x/a)*c/(b-d):
# Volumen (Massen) Berechnung
simplify(int(int(int(1,z=0..c*y/b),y=0..b*x/a),x=0..a)):
mass:=simplify("+int(int(int(1,z=0..tmp),y=b/a*x..d/a*x),x=0..2));
# Schwerpunkt
ergl:=map(va->int(int(int(va,z=0..cxy/b),y=0..b*x/a),x=0..a),r):
erg2:=map(va->int(int(int(va,z=0..tmp) ,y=b/a*x..d/a*x),x=0..a),r):
for i from 1 to 3 do spli]:=simplify((ergil[i]l+erg2[i])/(massl+mass2)) od;
mat_j:=matrix(3,3):
vorfaktor:=1/60*c*axd:
for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
int(int(int(jx[i,j],z=0..tmp),y=b/a*x..d/a*x),x=0..a) ;
mat_j[i,j]l:="+int(int(int(jx[i,j],z=0..c*y/b),y=0..b*x/a),x=0..a);
mat_j[i,j]l:=simplify(evalm(mat_j[i,j]l/vorfaktor));
od;
od;
vorfaktor*evalm(mat_j);
# Rotationsmatrix berechnen
# Bestimmung der Koordinatenachsen
# E_1{(D_1)3
x1_vec:=vector([xl,y1l,z1]):
x2_vec:=vector([x2,y2,z2]):
#L_1i
xp_vec:=vector([xp,yp,zpl):
koor1[1] :=vector([1,0,0]):
koor1[2] :=vector([0,1,0]):
koor1[3] :=vector([0,0,1]):
koor2[1] :=evalm(xp_vec):
koor2[2] :=evalm(x1_vec-xp_vec):
koor2[3] :=evalm(crossprod(xp_vec, (x1_vec-xp_vec))):
t:=matrix(3,3):
for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
t[i,j]:=cos(angle(koori[i],koor2[jl1)):
od;
od;
print(t);
# PROGRAMMENDE

VvV V VV V V.V VV VYV VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV VYV V VYV YV VYVVyV
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E.3 FORTRAN 90

In diesem Anschnitt sollen nur kurz die wichtigsten Neuheiten von FORTRAN 90 dar-
stellen, um einem FORTRAN-Programmierer das Studium des Quellcodes zu erleich-
tern. Aufféllig ist als erstes, dafl die Variablennamen keiner Langenbeschrankung mehr
unterliegen. Es auch kénnen Kommentare in einer Programmzeile stehen, alles nach
einem Ausrufezeichen wird vom Compiler nicht mehr ausgewertet.

¢ Deklaration eines Feldes. "::" trennt die Variablen von der Deklaration
real ,dimension(100,3) :: SCHWERPUNKTE ! Schwerpunktskoordinaten

Des weiteren beherrscht FORTRAN 90 nun auch Strukturen wie in C. Damit sind dann
sehr viel iibersichtlichere Programme méoglich.

c Deklaration einer Struktur mit dem Namen "BEISPIEL"
¢ Variablen- und Strukturnamen werden hier GROSSGESCHRIEBEN, obwohl
c FORTRAN 90 nicht case-sensitiv ist.

type (BEISPIEL)

integer :: VARIABLE1
type (UNTERSTRUKTUR) :: STRUKTUR
end type ! Ende der Typendeklaration

c Deklaration einer Struktur mit dem Name "UNTERSTRUKTUR"
type (UNTERSTRUKTUR)
integer,dimension(3) :: VEKTOR
end type
type (beispiel) :: DUMMY
c mit % kann auf Elemente von Strukturen zugegriffen werden
DUMMY/,VARIABLE1 = 1
¢ Durch Kombination von mehreren ) ist auch Zugriff
c auf Strukturen in Strukturen moéglich
DUMMY¥STRUKTUR)VEKTOR = (/1.0,0.0,0.0/)
call unterprogramm(DUMMY)
c Definition eines Unterprogramms
subroutine unterprogramm(PARAMETER1)
type (beispiel) :: PARAMETER1
c Ausgabe aller Element 1 bis 100 (1:100)
write (*,*) 3*PARAMETER1FELD1(1:100)
end subroutine

Die wichtigste Neuerung sind Pointer, damit lassen sich dynamische verkettete Listen
erzeugen. Ziele von Pointern miissen mit dem Kennwort target deklariert werden.

integer, pointer :: PTR ! Ein Pointer

integer,target :: VARIABLE ! Eine Variable

PTR => VARIABLE ! Zuweisung der Adresse von "variable"
PTR = 42 ! Zuweisung an die Adresse in "ptr"

write (*,%*) ’The answer is ’,VARIABLE,’.’ ! Gibt 42 aus
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