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1 Einleitung

Granulare Medien verbergen hinter ihrer scheinbaren Einfachheit ( “... ist blo8
Sand”) ein sehr komplexes Verhalten. Typische Eigenschaften von Granula-
ten sind zum Beispiel der diskrete Aufbau und die Inhomogenitét. Dies fiihrt
dazu, dafl Aufschiittungen wie in Abb. 15 weit entfernt vom thermischen
Gleichgewicht doch sehr “stabil” sein konnen. Es stellt sich nun die Frage,
welche Folgen dies fiir das Verhalten von Sandansammlungen hat.

2 Kraftnetzwerke

2.1 Wechselwirkungen im Inneren

Die Kréfte im Inneren eines Sandhaufens sind kurzreichweitig. Nur Partikel,
die in direktem Kontakt mit einem anderen Partikel stehen, erfahren eine
Kraft. Langreichweitige Wechselwirkungen haben keinen! Einfluf}.
Die Kontaktkréifte werden im Allgemeinen durch das Hertzsche Kontakt-
gesetz beschrieben:
Focd™

wobei d der Uberlapp (~ Verformung) der Teilchen ist und m = %

Wiire nun die Anordnung unseres Systems perfekt kristallin und alle Kon-
takte gleich, dann sollte sich bei einem Experiment wie es in Abb. 1 darge-
stellt ist, wieder ein Gesetz der Form:

F o h™

finden lassen, wobei m wieder den Wert % hat. Allerdings fanden Travers et.
al [?] fiir m den Wert I. Dies legt die Vermutung nahe, da die Annahme einer
perfekten Ordnung mit perfekten Kontakten zu einfach ist und komplexere
Modelle notwendig sind. Es ist einsichtig, dafl bei Teilchen unterschiedlicher
GroBe oder Form keine kristalline Packung moglich ist. Selbst wenn alle Par-
tikel gleich sind, so kénnen doch minimale Unterschiede bei den Kontakten
zu einem neuen Verhalten fiihren.

2.2 Experimente

Die Struktur einer Aufschiittung, die diese bei Ausiibung einer Kraft stabili-
siert, 1a8t sich mit Partikeln aus Plexiglas studieren. Plexiglas ist photoela-
stisch, d.h. bei Verformung dreht es die Polarisationsrichtung des Lichts.

! Ausnahme: Elektrische geladene Granulate, wie sie von T. Scheffler in Duisburg be-
handelt werden



Abbildung 1: Ein U-férmiger fester Rahmen enthélt die Scheiben oder Zylin-
der. Ein Stempel iibt eine uniaxiale Kraft F' aus. Die Verschiebung h ist der
Kontrollparameter.
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Abbildung 2: Skizze des experimentellen Aufbaus zur Darstellung von Span-
nungen in granularen Medien.

Wird nun eine Versuchsanordnung wie in Abb. 1 aus Plexiglas aufgebaut
und zwischen gekreuzte Polarisatoren gebracht, dann werden diejenigen Par-
tikel sichtbar, die verspannt werden. Bilder einer dhnlichen Versuchsappara-
tur sind in Abb. 3 dargestellt. Was zuerst aufféllt ist, dafl nicht alle Teilchen
gleiche Helligkeit haben, sondern nur wenige Partikel (< 15%) die Haupt-
last tragen. Der Rest der Partikel spiirt wenig von den auflen angreifenden
Kréften.



Abbildung 3: Bild eines 2D photoalastischen Experiments. Gegeniibergestellt
sind die Scherung durch Rotation des inneren Kreises (links) und des d&ufleren
Rings (rechts). (aus [?])

Offensichtlich bilden sich im Inneren Kraftnetzwerke, die das Granulat
stabilisieren. Es 148t sich feststellen, dafl

e die Fluktuationen iiber mehrere GroBlenordnungen gehen

e die Korrelationsléngen des Kraftnetzwerkes deutlich groler als die Teil-
chendurchmesser sind

e sich im Experiment bei Anderung der Belastung eine schnelle Reorga-
nisation zeigt.

Zuverléssige Modelle miissen also das Kraftnetzwerk beriicksichtigen, ein-
fache Mittelwerte sind wohl nicht ausreichend.

3 Einfache Modelle

3.1 Federnetzwerke

Um die Komplexitit normaler Kraftnetzwerke zu umgehen, kann man ver-
suchen, sie mit einfachen central-force Modellen nachzubilden. Dabei werden
die Kontakte durch Federn représentiert. Die Enden der Federn kénnen sich
um die Befestigungspunkte, die anfianglich wiederum in einem regelméafiigen
Gitter angeordnet sind, frei drehen.



Abbildung 4: Ausschnitt aus einem elastischen Gitter auf dem das central-
force Perkolation definiert wird. Jeder Bond ist eine lineare Feder deren En-
den sich frei um die Kontaktpunkte drehen kénnen.

Dann ist die Kraft zwischen zwei Punkten ¢ und j durch
Fy = k(u; — w)nln

gegeben. Dabei ist u ein Verschiebungsvektor und n der normalisierte Ver-
bindungsvektor zwischen den unverschobenen Endpunkten.

Man mufl nun modellieren, dafl im Grenzfall geringer Belastungen in ei-
nem Granulat immer weniger Kontakte am Kraftnetzwerk beteiligt sind. Dies
kann man erreichen, indem man im Federmodell das Aufbrechen eines Kon-
takts durch das Entfernen einer Feder simuliert. Dann stellt sich natiirlich
die Frage, ab welchem Anteil q. = 1 — p. von gebrochenen Federn sich das
Verhalten signifikant dndert.

Es zeigt sich, daf} es zwei Schwellwerte gibt. Ab dem Wert p. = 0.35 hat
man eine Verbindung zwischen der oberen und der unteren Platte, sehr dhn-
lich den klassischen Perkolationsproblemen. Allerdings kann dieses Netzwerk
noch ohne Kraftaufwand verformt werden. Erst ab einem Schwellwert von
pe = 0.642 hat man den Steifigkeitsiibergang, das System hat eine endliche
Elastizitit. Nur der zweite Ubergang (sieche Abb. 5) ist hier von Interesse.

Es ist zu erwarten, daff am Ubergang die Elastizitit des Gitters mit

E x (p _pc)T

skaliert, wobei 7 der kritische Exponent ist. Wir nehmen nun an, daf§ die
Korrelationslange & mit



Abbildung 5: Backbone des Gitters an Steifigkeitsschwelle. Auf Boden und
Deckel wird Zug ausgeiibt. In horizontaler Richtung wurden periodische
Rénder implementiert. Die Bonds sind nur eine kleine Teilmenge des ge-
samten Gitters. (aus [?])

5 X (p _pc>y

divergiert. Nun wollen wir den finite-size Effekt beriicksichtigen. Wir
schreiben die Elastizitdt in der Form

B (p—pol3)

wobei @ die finite-size Effekte beschreiben soll und L die Systemgrofle ist.
Dann konnen wir 2 Grenzfélle trennen.

Im Fall, da8 die Korrelationsldnge sehr viel kleiner als die Systemgrofie
ist, erscheint das Gitter als elastisches Kontinuum, der Elastizitdtsmodul
konvergiert gegen einen festen Wert, gp(%) = O(2°)

Im anderen Fall wird die Korrelationsléinge sehr viel grofler als die Sy-
stemgrofe. Dann kann eine kleine Anderung der Abweichung (p — p.) von
der Perkolationsschwelle keine Einflus auf die Elastizitdt E haben da das



Gittern zu klein ist um einen Unterschied der Korrelationsldngen zu merken.
Damit ist %—f = 0. Fiir groBe $ ist dann (%) o (%);
Damit ergibt sich, dafl der Elastizitdtsmodul an der Perkolationsschwelle

(Nr. 2) des Gitters groflenabhéngig ist

Eox L7,
Da die Abhéangigkeit von der Systemgrofle in diesem Fall nicht verschwin-
det, 148t sich sagen:

e Es existiert kein dquivalentes homogenes Medium oder ein repriasenta-
tives Volumenelement.

e Nahe des Schwelle wird das Kraftnetzwerk verschwindend klein.

e Auflerdem bildet der Backbone ein Fraktal mit der Dimension 1.64 4
0.03 (in 2 Dimensionen)

Dieses Modell hat aber das Problem, dafi Krifte auch negativ werden
konnen. Dies fithrt dazu, daf8 der Ubergang von 2. Ordnung ist, wihrend der
Ubergang in einem Modell, das nur positive Krifte erlaubt, 1. Ordnung ist.
Ebenso ist das zufillige Ausdiinnen der Federn etwas fragwiirdig.

In einem erweiterten Modell sind Zugkréifte verboten. Unbelastete Fe-
dern werden entfernt. Dann haben wir einen Phaseniibergang 1. Ordnung,
wie man an Abb. 6 demonstrieren kann. Der néchste zu entfernende Bond ist
markiert. Wird er geloscht, werden sukzessive alle anderen Bonds entlastet
und somit entfernt. Der Backbone verschwindet schlagartig. Diese diskonti-
nuierliche Anderung ist typisch fiir einen Phaseniibergang 1. Ordnug.

3.2 Diodenmodelle

Von groflem Interesse ist die Frage, wir wir das langsame Nachlassen der Be-
lastung ohne die extremen Vereinfachungen der Federnetzwerke simulieren
konnen. Sehr einfach gelingt dies mit einer Analogie aus der Elektrizitétsleh-
re.

Die Kennlinie einer Diode (Abb. 3.2) sieht der von uns erwarteten Kennli-
nie fiir die Kontaktkraft sehr dhnlich. Ab einem gewissen Schwellwert nimmt
die Kontaktkraft (bzw. Spannung) zu, ansonsten ist sie 0. Wir betrachten
also folgende Analogie:
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Abbildung 6: Ein Beispiel zur Ausdiinnung eines Dreiecksgitters, wobei 81%
der Bonds zu Beginn aktiv waren. Das Gitter ist periodisch an beiden
Réandern, mehrere Perioden sind dargestellt. Der néchste zu entfernende
Bond (siehe Ausschnitt) fiihrt zu einem vollstdndigen Kollaps des ganzen
Gitters, alle Bonds verschwinden. (aus [?])
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Abbildung 7: Schematische Kennlinie einer Diode.

Hookesches Gesetz £ Ohmsches Gesetz
Lamé-Gleichung £  Laplace-Gleichung
Verschiebung £  Spannung
Kraft /elast. Spannung £ Strom
Scheibenradius r £ Vg

Die Kennlinie der Diode bzw. des Kontakts hat dann die Form:

0 v <y

7= glv—1v,) v>u,

8



Abbildung 8: Die Anordnung von Scheiben (links) mit dem eingezeichneten
Kontaktnetzwerk 1d8t sich durch die Diodenschaltung (rechts) darstellen.

Man betrachtet nun die Pfade P, die beide Elektroden des Gitters verbin-
den. Damit ein Strom flie3t, ist es notwendig, dal der Spannungsabfall {iber
dem Gitter grofer ist als die Summe der kritischen Spannungen V, entlang
des Pfades. Fiir den Pfad minimaler Spannung gilt dann

Vo=2_vsi =Pl
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Abbildung 9: Ein periodisches Quadratgitter der Grofle 100 (2 Perioden).
Schwarz dargestellt sind die Dioden, die an der leitenden Verbindung der
oberen und unteren Begrenzung beteiligt sind. Eine deutliche Anisotropie
bei den Liangenskalen der Strukturen ist zu erkennen.(aus [?])



Das Problem ist aus der Perkolationstheorie wohl bekannt und 148t sich
auf verschiedene andere Modelle wie die Burgers-Gleichung mit Noise, ein
Polymer in einem zufalligen Medium oder spezielle Isingmodellen abbilden.

Betrachtet man Abb. 3.2, dann sieht man eine stark ausgepréigte Aniso-
tropie der Liangenskalen.

. 3
§oc (V=Vy) ™ v =35

ELoc (V =V ™ v, =1

Die Exponenten v und v, sind universell und unabhéngig von der Git-
tergeometrie oder der Verteilung der Grenzspannungen V.

10



‘g’ﬂ'
PR

LA L
) p:;‘%’ O'A‘é?-;f':%% 7
#iﬁ. “ "" !")‘ K
=

O
Y
ELRh
S v,
o SRR T

& Sh RIS
e ek
KL b

>
|/

Abbildung 10: Ungeordnete Ansammlung von Teilchen (links) in einem
Behilter, simuliert mit gc2d. Rechts das entsprechende Kraftnetzwerk, wobei
die Dicke der Linien proportional zur Gréfle der Kraft ist.

A ,j\‘.‘
wersliadls
N/ ie% \_: et g
z \(/ ok
YA e g

Abbildung 11: Normalkomponenten der Krifte aus Probe A. Dicke der Linien
und Farbintensitéat sind proportional zur Kraft. (aus [?])
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4 Molekulardynamische Simulationen

Bei den bisher beschriebenen Modellen wurde versucht, Granulat nachzubil-
den, ohne die einzelnen Partikel selbst zu beriicksichtigen. Durch aufwendige
Computersimulationen ist es moglich, die Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen fiir mehrere tausend Partikel direkt zu 16sen. Damit ist es moglich, Un-
ordnung in Aufschiittungen zu beobachten, die durch unterschiedliche Teil-
chengrofen und -formen entsteht.

In Abb. 10 ist ein typisches Beispiel einer MD-Simulation dargestellt.
Es wurden Teilchen unterschiedlicher Grofle, Eckenzahl und Form in einen
Behélter gefiillt. Sobald das System zur Ruhe gekommen ist, wird aus den
Kréiften zwischen den Partikeln das Kraftnetzwerk berechnet und darge-
stellt?. Bei der Darstellung der Kraftnetzwerke wird im Allgemeinen so ver-
fahren, daf§ die Liniendicke und die -farbintensitdt proportional zur Grofie
der Kraft ist.

Was schon in diesem Beispiel auffallt sind, wie bei den Experimenten,
gewisse Pfade ausgezeichnet. Ebenso spiiren verschiedene Teilchen (linker
Rand, Mitte) keine Belastung durch die iiber ihnen liegenden Partikel.

Radjai beschreibt in seinen Arbeiten [?] die Eigenschaften dieser Kraft-
netzwerke. Er simuliert Scheiben in einem Behélter ohne Gravitation. Die
Wiinde des Behélters iiben einen definierten Druck auf die eingeschlossenen
Partikel aus. Nach Bestimmung der Kraftnetzwerk teilt er dieses in zwei Teil-
netzwerke ein. Das “starke” Netzwerk tragt die Hauptlasten, das “schwache”
Netzwerk dient zur Stabilisierung des starken Netzwerkes, tréagt aber kaum
Lasten. Es zeigt sich, daf} diese zwei Netzwerke unterschiedliche phyikalische
Eigenschaften haben.

Die weiteren Aussagen beziehen sich auf drei seiner Simulationen:

A 4012 Teilchen biaxiale Kompression
B 4025 Teilchen auf dem Weg ins Gleichgewicht
C 4098 Teilchen wuniaxiale Kompression

2Zum Einsatz kamen gc2d und selbstgeschriebene MatLab-Skripten

12



4.1 Normalkomponenten der Kraftnetzwerke
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Abbildung 12: (a) Einfachlogarithmischer und (b) doppeltlogarithmischer
Plot der Wahrscheinlichkeitsverteilung Py der Normalkraft N (aus [?])

Trigt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Normalkomponenten
der Krifte einfach- und doppeltlogarithmisch auf, dann sieht man, dafl das
starke und das schwache Netzwerk verschiedenen Gesetzen folgen. Das starke

Netzwerk ( % > 1) zeigt einen exponentiellen Abfall. Fiir das schwache

Netzwerk ( log <—%> < 0 ) findet man ein power-law.

(%YQN<w>

P, x
{ﬁ“%)N>w>



4.2 Tangentialkomponenten der Kraftnetzwerke
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Abbildung 13: Einfachlogarithmischer und (b) doppeltlogarithmischer Plot
der Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr der Tangentialkraft 7'(aus [?])

Hier zeigt sich dasselbe Bild wie bei den Normalkomponenten der Kraft.
Starkes und schwaches Netzwerk folgen wiederum verschiedenen Gesetzen.
Man kann sagen, dafl eine Wechselwirkung zwischen zwei Partikeln dann
zum starken Netzwerk gehort, wenn die Kraft grofler als der Mittelwert ist.
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4.3 Spannungen

Bestimmt man die mechanische Spannung im Inneren der Aufschiittungen,
wobei man jetzt das starke und das schwache Netzwerk getrennt auftragt,

14
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Abbildung 14: Beitridge des starken und schwachen Netzwerkes zum Span-
nungstensor in Probe A. (aus [?])

zeigt sich, dafl auch hier die Netzwerke unterschiedliche Eigenschaften haben.
Die mittleren Spannugen in einem Gebiet {2 werden iiber

1 C jc

Oij 7o) CEZQ L
berechnet. Das Gebiet hat das Volumen V (2). ff ist die i-te Komponente
(1 = x,y, z) der Kraft am Kontaktpunkt c. d; ist die j-te Komponente des
Verbindungsvektors der Teilchen. Es zeigt sich, dafi das starke Netzwerk sehr
viel mehr zur Anisotropie der Gesamtspannungen beitrdgt. Das schwache
Netzwerk spiirt offensichtlich von der angelegten uniaxialen Kraft sehr wenig.

4.4 Nichtrunde Teilchen

Es stellt sich aber weiterhin immer noch die Frage, welchen Einflul die Teil-
chenform auf die Kraftnetzwerke haben. Dazu sind bisher keine Untersuchun-
gen bekannt. Erste Simulationsergebnisse mit gc2d sind in Abb. 16 zu sehen.
Bei der ersten Simulation wurden monodisperse, runde Teilchen® verwendet.
Man sieht, dafl sich zum Teil ein hexagonales Gitter ausbilden konnte. In
diesen Bereichen ist eine Aufteilung in ein starkes und schwaches Netzwerk
nicht zu erwarten. Die zweite Simulation arbeitet mit polydispersen Scheiben.
Starke Ahnlichkeiten zu den Modellen von F. Radjai sind zu erkennen. Auch

3Da gc2d nur mit Polygonen arbeitet, sind dies regelmiflige 30-Ecke
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Abbildung 15: Ein einfacher 2-dimensionaler Sandhaufen, aufgeschiittet
durch eine Punktquelle. Simuliert wurde mit dem Programm gc2d, die Farbe
der Partikel ist von ihrem Alter abhéingig.
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Abbildung 16: gc2d-Simulation der Kraftnetzwerke von vier verschiedenen
Teilchensorten und -mischungen

16



die dritte Simulation, die mit polydispersen, regelméfliigen 7-Ecken durch-
gefiithrt wurde, fiigt sich in das Bild ein. Beim letzten Programmlauf wurden
die Ecken der Polygone zufillig verschoben, jedes Teilchen hat eine eigene
Form. Hier scheint das starke Kraftnetzwerk nicht so deutlich ausgeprégt zu
sein, eine genauere Auswertung liegt allerdings noch nicht vor.

5 Zusammenfassung

Mit Hilfe photoelastischer Methoden kann nachgewisen werden, dafl im In-
neren von granularen Aufschiittungen Kraftnetzwerke existieren. Der Ein-
flul dieser Kraftnetzwerke auf die Elastizitdt wurde mit einem Federmodell
beschrieben. In Bereichen sehr kleiner Krifte wurde das Verscwinden des
Kraftnetzwerkes mit Hilfe einer Analogie aus der Elektrizitéitslehre model-
liert. Dieses Diodenmodell zeigte eine starke Anisotropie bei den Léangenska-
len. Aufwendige Molekulardynamiksimulationen zeigen, dafl sich das Kraft-
netzwerk in zwei Teilnetzwerke mit unterschiedlichem Verhalten unterteilen
1aBt. Starkes und schwaches Netzwerk haben unterschiedliches Skalierungs-
verhalten bei den Normal- und Tangetialkriften, auflerdem trégt das starke
Netzwerk hauptséchlich zur Anisotropie der Gesamtspannung bei.
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